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超伝導は物質の電気抵抗がゼロになり物質中の磁場を完全に排除するような「秩序立った状態」であり、ミクロな世
界を支配する量子力学の性質がマクロな世界に現れる現象の一種である。超伝導体に強い光などを照射して非平衡状
態にすると何が起こるだろうか？一見すると非平衡にすることで秩序が乱され、外から加えたエネルギーが熱に変わっ
て、量子多体系の面白い性質が掻き消えてしまうように思われる。ところが、非平衡にすることで平衡状態では実現で
きなかった秩序や物性が発現する例が実験的、理論的に見つかってきている。例えば、平衡状態ではMermin-Wagner
の定理によって 2次元以下で有限温度で超伝導転移は存在しないが、非平衡ではそのような制限は存在せず原理的には
任意の次元で超伝導状態が存在可能である。実際に、超伝導秩序を保つような非平衡多体状態の例が理論的に知られて
いる。また、光によって超伝導秩序の振幅を振動させる励起モードを誘起することが可能であり、素粒子の Higgs粒子
との対応から Higgsモードと呼ばれている。Higgsモードは通常、平衡状態から離れた非線形応答領域でのみ現れると
考えられており、近年のテラヘルツ光の実験の進歩によって観測できるようになった。本講義では、このような近年進
展の著しい非平衡超伝導の物理を基礎から解説したい。

1 はじめに

超伝導は物性物理学の中で最も興味を持たれてい

る相転移現象の一つであり、その物理的性質の解明

や新しい超伝導体の発見は常に物理学の進歩を促し

てきた。超伝導は通常、物質を極低温まで冷やすと

ある温度で相転移が起こり、電気抵抗がゼロになり

磁場を完全に排除するようなある種の秩序立った状

態になる。より高い温度の環境下で超伝導を実現し

たいというのが物理学の長年の夢であるが、常圧下

ではいまだに極低温が必要なのが現状である。

そこで近年、光を使って超伝導状態を制御したり

超伝導を誘起することができないかという研究が現

れてきた [1, 2, 3, 4]。レーザー光を使って物質を非

平衡状態へ駆動することで、平衡状態では実現でき

ないような量子多体状態を作ることが可能になると

期待されている。非平衡量子多体系に注目する理由

の一つとして、平衡状態で知られている様々な制限

を (原理的には)超えることができることがあげられ

る。例えば、平衡状態では Mermin-Wagnerの定理

によって 2次元以下で有限温度で超伝導転移は存在

し得ないことが知られているが、非平衡状態では任

意の次元で超伝導相関を保った定常状態が存在でき

ることが理論的に知られている (Sec. 4を参照)。ま

た、レーザー光の実験技術の発展によって、テラヘ

ルツを含む様々な周波数を持った高強度のレーザー

光で物質を駆動し、時間分解して電子状態のダイナ

ミクスを観測することができるようになったのも非

平衡量子多体系を研究する動機の一つである。

本講義では、非平衡量子多体系の中でも超伝導に

関するトピックに絞って基礎から解説する。ちょう

ど今回の物性若手夏の学校のテーマが “ミクロから

マクロへ、マクロから世界へ”ということなので、マ

クロな立場 (Sec. 2)とミクロな立場 (Sec. 3, 4)から

非平衡超伝導の物理を眺めてみたい。本講義ノート

を準備するに当たってレビュー論文 [5, 6]や解説記事

[7]を参考にしたので、興味がある人はそちらも合わ

せて参照していただきたい。

2 マクロからの非平衡超伝導

超伝導体の非平衡ダイナミクスは、定性的にマク

ロに粗視化された現象論によって大雑把に理解する

ことができる。まずはそれを見てみよう。
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2.1 Ginzburg-Landau理論

超伝導体の低エネルギー有効場の理論は、

Ginzburg-Landau (GL) 理論によって与えられる

[8]。それによると、超伝導体は複素数の秩序パラ

メーター ψ(r) によって特徴づけられる。超伝導状

態では、物質中の電子同士が引力を感じてペアを作

り (Cooperペア)、マクロな数の Cooperペアが凝縮

することで発現していると考えられる。ψ(r)は、凝

縮した電子の波動関数がマクロな世界に顔を出した

ものと捉えることができ、「巨視的波動関数」など

とも呼ばれることがある。ただしこの言い方は少々

不正確なので、あまり真に受ける必要はない。より

ミクロな理論から出発することで ψ(r) の正体は明

らかになるのだが、ここでは単に超伝導体は複素数

のスカラー場 ψ(r) を秩序パラメーターとして持つ

と仮定したと考えよう。

GL理論によると超伝導体の自由エネルギーは以

下のように与えられる。

f = a|ψ(r)|2 + b

2
|ψ(r)|4 + 1

2m∗ |(−i∇− e∗A)ψ(r)|2

(1)

ここで a, bは何らかの定数である。Landauの相転移

の一般論と同様に、自由エネルギーを秩序パラメー

ターで展開して 4次の項まで取ってある。最後の項は

凝縮体の運動エネルギーを表しており、1粒子の量子

力学と同じような形をとるとしている。ここでm∗と

e∗は凝縮体の有効質量と有効電荷であり、Aは電磁場

のベクトルポテンシャルである。ℏ = 1とおいている。

自由エネルギーは大局的な位相回転 ψ(r) → eiθψ(r)

に対して不変になっている (U(1)対称性)。また、粒

子正孔対称性 ψ(r) → ψ†(r), e∗ → −e∗ も持ってい
る。超伝導体は BCS理論のところで見るように、低

エネルギーにおいて近似的な粒子正孔対称性を示す

ことが知られており、そのことと整合する。

係数 aは温度に依存し、超伝導転移の前後で符号を

変えるとしよう。臨界温度を Tcとおき、a = a0(T −
Tc)とする。平衡状態では秩序パラメーターは一様で

あるとすると、自由エネルギーが最小になる条件か

ら秩序パラメーターは Tc以下で |ψ| =
√
−a

b という

値をとる。特に Tc付近の低温側で秩序パラメーター

は |ψ| ∝ (Tc − T )1/2 のように立ち上がる。

2.1.1 電磁場に対する応答

この理論が超伝導を記述することを確かめるには、

電磁場に対する応答を見ればよい。そのために、カ

レントを次のように定義する。

j = − ∂f

∂A
= − ie∗

2m∗ [ψ
†∇ψ − (∇ψ†)ψ]− e∗2

m∗Aψ
†ψ

(2)

平衡状態で秩序パラメーターが空間的に一様であれ

ばカレントは

j = −e
∗2

m∗ |ψ|
2A (3)

と表される。これは超伝導体の電磁応答を記述する

現象論的方程式である London方程式

j = −e
∗2ns
m∗ A (4)

と同じ形をしている。ここで nsは超流動密度を表し

ている。この二つの式が一致するためには |ψ|2 = ns

となる必要がある。すなわち秩序パラメーターの振

幅 (の 2乗)は超流動密度に対応するのである。元々、

GL理論は London方程式を再現するように作られて

いる。

超伝導体中では磁場が完全に排除される (Meissner

効果)。式 (4)をMaxwell方程式∇×B = µ0j (B =

∇×A、µ0は真空の透磁率)に代入し、両辺の回転を

とると、∇× (∇×B) = −∇2B = −µ0e
∗2ns

m∗ B とな

る。例えば磁場が x方向にしか依存しないとすると、

∂2xB =
1

λ2
B, λ =

√
m∗

µ0e∗2ns
(5)

が得られ、超伝導体の内部では磁場が指数関数的に

減衰する (B ∝ e−x/λ)。λは Londonの侵入長であ

り、磁場が超伝導体に侵入できる長さスケールを表

す。侵入長 λは臨界温度に近づくにつれて発散する

(λ ∝ (Tc − T )−1/2)。

超伝導体の電気抵抗がゼロになることも以下のよ

うにして理解できる。周波数 ωで振動する電場E =

E0e
−iωtをかけたときに流れる電流は j = σ(ω)E の

ように表される。ここで σ(ω)は光学伝導度である。

時間ゲージ (E = −∂tA)をとると、A = 1
iωE であ

るので、London方程式 (4)より j = i e
∗2ns

m∗ω E が成
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り立つ。よって

σ(ω) = i
e∗2ns
m∗ω

(6)

となる。実は σ(ω)の解析性から実部と虚部の間には

Kramers-Kronigの関係があり、 1
ω+iϵ = P 1

ω −iπδ(ω)
(ϵは正の微小量、P は積分した時に主値をとること

を表す) という公式を思い出すと、σ(ω)が解析的に

正しく振る舞うようにするためには

σ(ω) =
πe∗2ns
m∗ δ(ω) + i

e∗2ns
m∗ω

(7)

とする必要がある。すなわち実部はデルタ関数的に

なっており、dc伝導度 σ(ω = 0)は発散する (電気抵

抗がゼロになる)ことがわかる。

Reσ(ω) = Dδ(ω), D =
πe∗2ns
m∗ (8)

係数DはDrudeの重みと呼ばれる。一方で光学伝導

度の虚部は 1/ω に比例して dc極限 (ω → 0)でやは

り発散する。このような光学伝導度の虚部が 1/ωに

比例する振る舞いは、光誘起超伝導の実験において

超伝導が誘起されたかどうかを判別するのに用いら

れることがある 1。

2.2 時間依存Ginzburg-Landau理論

超伝導体のダイナミクスを理解するためには、秩

序パラメーター ψ(r) が時間にも依存する状況を考

えることになる。前節で議論した GL理論に秩序パ

ラメーターの時間依存性を取り込んだものを、時間

依存Ginzburg-Landau理論と呼ぶ。実は超伝導体の

場合には、時間依存 GL理論をミクロから正当化す

るのは難しいという問題がある [9] 2。なぜ問題が起

こるかは後ほど説明するが、当面の間は現象論だと

思っておおらかに扱うことにしよう。

1ただし実際の実験では dc 極限で光学伝導度の虚部が本当に
発散しているのかどうかを示すのは難しい場合が多い。

2ミクロから真面目に時間依存GL理論を導出しようとすると、
多くの場合かなり厳しい条件を仮定することになる。例えば準粒
子の緩和時間が超伝導ギャップの逆数 (2∆)−1 より十分短いなど。
このような仮定が満たされるのは、磁性不純物によってギャップ
が閉じているギャップレス超伝導体など、限られた場合しかない。
しかもミクロから正当化できたとしても、得られる方程式は時間
微分項が減衰項 (∝ −∂tψ)になり、秩序パラメーターの振動など
の現象を記述することはできない。

Higgsモード
南部Goldstoneモード
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図 1: GL理論における自由エネルギーポテンシャル

の概念図。

時間依存性を考えるために、自由エネルギーでは

なくラグランジアンを出発点にする。ラグランジア

ンは秩序パラメーターの局所的な関数になっている

と仮定し、低次数の微分項をとってくると以下のよ

うな形になる。

L = −
[
a|ψ(r, t)|2 + b

2
|ψ(r, t)|4

+
1

2m∗ |(−i∇− e∗A)ψ(r, t)|2
]

+ c1ψ
†(r, t)(i∂t − e∗ϕ)ψ(r, t)

+ c2|(i∂t − e∗ϕ)ψ(r, t)|2 (9)

ここで第一項は GL理論の自由エネルギー (1)に負

符号をつけたものになっている。第二項と第三項は

それぞれ時間微分を一個、二個含む項になっていて、

前者は非相対論的な Gross-Pitaevskii方程式、後者

は相対論的なKlein-Gordon方程式の時間微分項と同

じ形をしている。ϕは電磁場のスカラーポテンシャル

を表す。電磁場と秩序パラメーターの結合の仕方は、

ゲージ変換A → A′ = A+∇χ, ϕ → ϕ′ − ∂tχ, ψ →
ψ′ = eie

∗χψで不変になるように決めている。

2.2.1 集団励起モード

秩序パラメーター ψ(r)を基底状態の値 ψ0からの

ずれが小さいとして、次のように表すことにしよう。

ψ(r) = (ψ0 +H(r))eiθ(r) (10)
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ここでH(r), θ(r)はそれぞれ秩序パラメーターの振

幅、位相の揺らぎに対応する。集団励起モードの言

葉で言うと前者はHiggsモード [10, 11]、後者は南部

Goldstoneモード [12, 13]に相当する (図 1)。ψ0は前

節で求めた基底状態の値を取るとし、一般性を失わず

正の実数であると仮定する (ψ0 =
√

−a/b (T < Tc))。

するとラグランジアンは次のように展開される。

L = 2aH2 − 1

2m∗ (∇H)2

− e∗2

2m∗

(
A− 1

e∗
∇θ
)2

(ψ0 +H)2

− c1e
∗
(
ϕ+

1

e∗
∂tθ

)
(ψ0 +H)2 + c2(∂tH)2

+ c2e
∗2
(
ϕ+

1

e∗
∂tθ

)2

(ψ0 +H)2 + · · · (11)

初項はHiggsモードの質量項であり、Higgsモードは

有限のエネルギーギャップ∝ (−2a)1/2 ∝ (Tc−T )1/2

を持つことを意味する。第二項はHiggsモードの運動

項である。位相場 θは質量項 (∝ θ2)を持たないため、

ギャップレスの励起モードのように見える。実際に

電荷中性 (e∗ = 0)の超流動体の場合には、そのよう

なギャップレスの励起モードが存在する (Anderson-

Bogoliubovモード [10, 14])。これは連続的な対称性

が自発的に破れた時には必ずギャップレスモードが

現れるというGoldstoneの定理 [15]の結果そのもの

である。位相モードと振幅モードは (11)の第四項か

ら出てくる−2c1∂tθψ0H の形で互いに線形に混成す

る。位相モードと振幅モードが独立なモードとなる

ためには c1 = 0 である必要がある。c1項は粒子正孔

対称性を破るため、位相モードと振幅モードの結合

を抑制するときに粒子正孔対称性を要求することが

ある [16]。

一方、超伝導体 (e∗ ̸= 0)の場合には事情が異なる。

θ は A − 1
e∗∇θ、または ϕ + 1

e∗ ∂tθ の形でしか現れ

ないため、ゲージ変換 A → A′ = A − 1
e∗∇θ, ϕ →

ϕ′ = ϕ+ 1
e∗ ∂tθ (ユニタリーゲージ)によって表面上

消すことができる。A′, ϕ′を再びA, ϕと書くことに

すれば、ラグランジアンを

L = 2aH2 − 1

2m∗ (∇H)2 − e∗2

2m∗A
2(ψ0 +H)2

− c1e
∗ϕ(ψ0 +H)2 + c2(∂tH)2

+ c2e
∗2ϕ2(ψ0 +H)2 + · · · (12)

Higgsモード準粒子励起

Anderson-Higgs機構

南部Goldstone	
モード
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図 2: 超伝導体の典型的な励起スペクトル。

と書き直せる。このようにして位相モード θが消え、

代わりに電磁場の質量項 (∝ A2)が第三項に現れる。

ここで示した電磁場が質量を獲得する機構のことを

Anderson-Higgs機構と呼ぶ [17, 11, 18, 19]。電磁場

の質量を持つということは、超伝導体中では電磁場

が真空中のようには自由に伝搬することができなく

なることを意味し、Meissner 効果に対応している。

電磁場が質量を持つと横成分だけでなく縦成分 (伝搬

する方向に偏極した成分)も現れることに注意する。

Anderson-Higgs機構が起こる前と後で、励起モード

の数の勘定は次のようになっている。

2(電磁場の横成分) + 2(ψの実部と虚部)

→ 3(電磁場の縦成分と横成分) + 1(Higgsモード)

(13)

物理的には位相モードは電磁場と結合してプラズマ

周波数程度の高エネルギーに押し上げられてしまい、

低エネルギーには生き残らない。残されたモードは

Higgs モードのみであり、これが通常低エネルギー

で現れる超伝導体の唯一の集団励起モードである (図

2)。ただし、臨界温度近傍では常伝導状態の電子が

多数熱励起されて電磁場を遮蔽することによって位

相モードが復活する可能性がある。そのようなモー

ドは Carlson-Goldmanモードと呼ばれている [20]。

超伝導体では近似的に粒子正孔対称性が低エネル

ギーで成り立つため、c1項は無視することができる。
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図 3: 電磁場A, ϕとHiggsモードH の間の非線形相

互作用を表すダイヤグラム。

そうすると、式 (12)より Higgsモードと電磁場 (A

と ϕ)の間には線形な結合はないことがわかる。これ

が、Higgsモードを線形応答によって電磁場で励起で

きない所以である。言い換えれば、Higgsモードは電

荷や磁化といった量子数を持っていないことを意味

する。Higgsモードを電磁場で励起するには非線形応

答を使う必要があり、式 (12)を見ると Higgsモード

と電磁場の間に非線形な結合 (A2H や ϕ2H に比例

する項)があることがわかる。これは 2光子吸収のプ

ロセスに対応しており、周波数 ω1 のフォトンと ω2

のフォトンが入ってくると周波数 ω1 + ω2 の Higgs

モードが生成されることになる。ダイヤグラムで表

したものを図 3に示した。

ラグランジアン (12)からHiggs場Hの運動方程式

を導くことができる。以下では c1 = 0とおく。Euler-

Lagrange方程式から得られる運動方程式は次のよう

な形になる。(
c2∂

2
t − 1

2m∗∇
2

)
H

= 2aH + e∗2ψ0

(
c2ϕ

2 − 1

2m∗A
2

)
(14)

特に電磁場がない場合 (A = ϕ = 0) を考えて

H(r, t) ∼ eiq·r−iωt という平面波解を仮定すると、

Higgsモードの分散関係

ω2 = −2a

c2
+

q2

2c2m∗ (15)

が得られる。ここからただちに Higgsモードがエネ

ルギーギャップ

ωH =

√
−2a

c2
(16)

を持つことが結論される。Higgsモードを励起する

には有限のエネルギーが必要になる。前にも述べた

ように、相転移点付近では ωH は (Tc −T )1/2に比例

してゼロに近づく。時間依存 GL理論からはエネル

ギーギャップの値が具体的にいくらになるかはわか

らないが、後で示すようにミクロな計算から超伝導

ギャップ 2∆ (準粒子励起が起きはじめるエネルギー)

に等しいことが知られている。√
−2a

c2
= 2∆ (17)

さらにGL理論をミクロから導くことで係数 bについ

て以下の関係式が成り立つことが知られている [21]。

b

(
ψ0

∆

)2

=
3

4εF
(18)

ここで εF はFermiエネルギーを表す。式 (17)と (18)

に ψ0 の表式を組み合わせることで、係数 c2 の値を

決めることができる。

c2 = − 2a

(2∆)2
=

2bψ2
0

(2∆)2
=

3

8εF
(19)

超伝導体はCooper対の凝縮でできていることを知っ

ているので、有効質量は m∗ = 2m (m は電子の質

量)である。また、Fermiエネルギーは εF = 1
2mv

2
F

で与えられる (vF は Fermi速度)。これらを用いるこ

とで、Higgsモードの分散関係のミクロな表式を得

ることができる。

ω2 = (2∆)2 +
1

3
v2F q

2 (20)

この結果は、時間依存 GL理論を経由せずに、ミク

ロな計算に基づいて Varmaと Littlewoodによって

求められた [22]。

2.2.2 集団励起モードと電磁場の結合

さて、Higgsモードの運動方程式が導けたので、電

磁場を加えたときに何が起こるかを見ておこう。レー

ザー光の電磁場を想定して、単一の周波数を持つ一

様な外場 A(t) = A0e
−iΩt, ϕ = 0を仮定する。運動

方程式は

c2∂
2
tH = 2aH − e∗2ψ0

2m∗ A2
0e

−2iΩt (21)
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となる。これを解くことで

H(t) =
1

(2Ω)2 − ω2
H

e∗2ψ0A
2
0

2c2m∗ e−2iΩt (22)

という解が得られる。Higgs場 H は周波数 2Ωで振

動することがわかる。2光子吸収のプロセスによって

Higgsモードが励起されることに対応している。ま

た、2Ω = ωH = 2∆のところで共鳴が起きて、Higgs

場の振動の振幅が発散することも見てとれる。2光

子吸収で得られるエネルギー 2Ωが Higgsモードの

固有エネルギー ωH = 2∆に一致するときに共鳴が

起こる。

観測量にどのような影響があるかを見るために、カ

レントを求める。ラグランジアン (12)より

j =
∂L
∂A

= −2e∗2ψ0

m∗ AH + · · · (23)

という展開が得られる。主要項は Aと H に比例す

る。これは式 (3)で秩序パラメーターの振幅の揺ら

ぎ |ψ| = ψ0+H を代入したときのカレントの平衡値

からの変化分に対応している。カレントの表式に運

動方程式の解 (22)を代入すると

j = − 1

(2Ω)2 − ω2
H

e∗4ψ2
0

c2m∗2A
3
0e

−3iΩt (24)

となる。カレントがAとHに比例していることから

もわかるように、外場Aが持つ周波数Ωと 2光子吸

収によって誘起されたHiggsモードの周波数 2Ωが合

わさって、カレントは 3Ωの周波数を持って振動する。

これによって入射した周波数の 3倍の周波数の光が

放出されることになる。この現象は、3次高調波発生

と呼ばれる非線形光学応答の一種である。Higgsモー

ドを媒介して発生するため、Higgsモードの共鳴が

起こると 3次高調波成分の振幅も発散的に増大する。

j = χ(3)(Ω)A3
0 で非線形感受率 χ(3)(Ω)を定義する

と、χ(3)(Ω)は共鳴付近で |2Ω−ωH |−1 = |2Ω−2∆|−1

に比例して発散する。

3次高調波発生に対応するダイヤグラムを図 4に示

した。周波数 Ωのフォトンが 2個入ってきて周波数

2ΩのHiggsモードに変わり、さらに周波数Ωの別の

フォトン 1個と衝突して周波数 3Ωのフォトンが出て

いく。超伝導体における 3次高調波の共鳴は、薄膜の

NbN超伝導体に対するテラヘルツ分光の実験によっ

<latexit sha1_base64="eaOl3kCdsg9yMLjnXDN7WQ2a01M="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="YsBM9abCEFYgnrFM2qhibp1eGjQ="></latexit>
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�

<latexit sha1_base64="eaOl3kCdsg9yMLjnXDN7WQ2a01M="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="MA+SOLn40MLObW7KCQgZxCdsIg8="></latexit>

H

図 4: Higgsモードを媒介にして 3次高調波が発生す

る様子。

て最近観測された [23]。温度を変えながら 3次高調

波の強度の変化を見ると、共鳴条件 (2Ω = 2∆)が成

り立つところで 3次高調波の強度が顕著に増大する

振る舞いが見られた。これは Higgsモードが共鳴的

に励起されたことを強く示唆するが、本当に Higgs

モードの共鳴励起に由来するかどうかはさらに議論

が必要であり、後ほど述べる。

より高次の非線形応答を考えることもできる。一

般に空間反転対称性のある物質では奇数次の高次高

調波が発生する。超伝導体の場合にも 5次, 7次, . . . ,

(2n + 1)次高調波が現れると考えられている。実験

では 5次高調波まで観測された例がある [24]。その

ような高次の高調波に Higgsモードがどのように関

係するかを調べるのは面白いだろう。さらに、非線

形の次数をどんどん上げていくと、あるところで外

場についての摂動論が破綻して非摂動的な領域に入

る場合があると予想されている。超伝導体ではその

ような超高次高調波の振る舞いはまだ観測されてい

ないが、今後の実験の発展によって見えるようにな

るかもしれない。

2.2.3 時間依存GL理論にまつわる問題

最後に時間依存 GL理論の問題点について触れて

おく。時間依存 GL理論をミクロから正当化するに

は、励起された準粒子が素早く緩和して秩序パラメー

ターのみのダイナミクスで系の時間発展が記述され

る状況を考える必要がある。要は時間依存GL理論に

は秩序パラメーターの時間変化しか情報として入っ

ていないので、そこに含まれない準粒子の励起など

が現れると困るのである。ところが、秩序パラメー
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ターの時間変化のスケールはちょうど Higgsモード

の固有エネルギー ωH = 2∆ (の逆数)で与えられる。

秩序パラメーターを時間変化させようとすると 2∆

くらいのエネルギースケールの励起を考えることに

なり、エネルギーが 2∆を超えると準粒子励起が始ま

るので、秩序パラメーターのダイナミクスと準粒子

励起は切っても切り離せない関係にある。また、励

起された準粒子の緩和時間は通常 (2∆)−1 よりも長

くなるので、秩序パラメーターが振動する間に準粒

子が緩和し切ることもない。このあたりの事情は [9]

に詳しい。

こうして秩序パラメーターのダイナミクスを考え

ようとすると、どうしても準粒子励起の効果を取り

込んだ理論を考える必要が出てくる。そこで、ミク

ロな視点からは問題のある時間依存 GL理論に取っ

て代わって、より微視的な理論によって非平衡超伝

導を理解しようとする動機が湧いてきて、次の章で

議論することになる。

3 ミクロからの非平衡超伝導

ここまではマクロに粗視化された時間依存 GL理

論の現象論に基づいて超伝導体のダイナミクスを議

論してきたが、前章で述べたように不満な点がある

ため、次に微視的な理論でどのように記述されるか

を見ていこう。

3.1 BCS理論

非平衡状態を議論する前に、平衡状態の話を復習し

ておく。超伝導体の微視的な記述はBardeen-Cooper-

Schrieffer (BCS)理論によって与えられる [25]。BCS

理論によると、フォノンなどに媒介されて電子間に

有効的な引力相互作用が働き、運動量 k、スピン ↑の
電子と−k、↓の電子がペア (Cooper対) を作って凝

縮することで超伝導状態になる。BCSに従い、電子

間の相互作用としてペアとペアの間の散乱の行列要

素だけをとると、

HBCS =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ − V

N

∑
kk′

c†k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑

(25)

というハミルトニアンになる。ここで εkは Fermiエ

ネルギーから測った電子の運動エネルギー (分散関

係)、−V (< 0)は引力相互作用の大きさ、N は離散

化された波数 kの個数、c†kσ (ckσ)は電子の生成 (消

滅)演算子を表す。

平均場近似をすると、ハミルトニアンは次のよう

に変形される。

HBCS ≃
∑
kσ

εkc
†
kσckσ − V

N

∑
kk′

[⟨c†k↑c
†
−k↓⟩c−k′↓ck′↑

+ c†k↑c
†
−k↓⟨c−k′↓ck′↑⟩]

+
V

N

∑
kk′

⟨c†k↑c
†
−k↓⟩⟨c−k′↓ck′↑⟩ (26)

⟨· · · ⟩は平衡状態での演算子の期待値を表す。最後の
項は定数なので (エネルギーの絶対値を議論しない

限りは)無視して構わない。ここで超伝導ギャップ関

数を

∆ =
V

N

∑
k

⟨c†k↑c
†
−k↓⟩ (27)

で定義する。∆は波数に依存しない定数であり、超伝

導体の秩序パラメーターとみなせる。実際に∆/V =
1
N

∑
k⟨c

†
k↑c

†
−k↓⟩はCooper対の凝縮密度を表し、GL

理論の ψ(r)に相当する。∆を用いるとハミルトニア

ンは

HBCS ≃
∑
kσ

εkc
†
kσckσ −

∑
k

(∆c−k↓ck↑ +∆∗c†k↑c
†
−k↓)

(28)

と表せる。これはまた、2成分南部スピノル

ψk =

(
ck↑

c†−k↓

)
(29)

を使って

HBCS =
∑
k

ψ†
khkψk (30)

と書くこともできる。ここで hkは 2×2行列であり、

hk =

(
εk −∆∗

−∆ −ε−k

)
(31)

と定義される。系が空間反転対称性を持つ場合は

ε−k = εk を満たすので、以下ではこれを仮定しよ
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う。∆の位相は自由に選ぶことができるので、∆は

正の実数であるとする。

hkを対角化することで準粒子のエネルギースペク

トルを求めることができる。その固有値をEk±とす

ると、Ek± = ±
√
ε2k +∆2 と与えられる。スペクト

ルは Fermiエネルギーの上下に二つに分離し、間に

エネルギーギャップ 2∆が開いていることになる。

∆は自己無撞着に決めることができる。定義 (27)

より∆ = ∆+∆∗

2 = V
2N

∑
k Tr[ρψ

†
kτxψk] である。こ

こで ρは平衡状態の密度行列であり、ρ = 1
Z e

−βHBCS

で与えられる (Z = Tr e−βHBCS は分配関数、β =

1/(kBT )は逆温度)。また τx は Pauli行列の x成分

である。トレースの中身を成分計算することで以下

のギャップ方程式を得る。

∆ =
V

2N

∑
k

∆

Ek
tanh

(
βEk

2

)
(32)

ただし Ek =
√
ε2k +∆2 とおいた。

絶対零度 (T = 0)ではギャップ関数は状態密度D(ε)

を用いると∆ = V
2

∫ εc
−εc

dεD(ε) ∆√
ε2+∆2

を満たす。こ

こでエネルギーのカットオフ εc (フォノンのカットオ

フ周波数に対応する)を導入した。Fermiエネルギー

付近で状態密度は一定 (D(ε) = D(εF ))だと仮定す

ると、∆ = V D(εF )∆ sinh−1
(
εc
∆

)
と評価される。こ

れを∆について解くと∆ = εc/ sinh
(

1
V D(εF )

)
とい

う解を得る。引力が十分弱ければ (V D(εF ) ≪ 1)

∆ ≃ 2εc exp

(
− 1

V D(εF )

)
(33)

という近似式が得られる。V = 0の点で非解析的な

関数になっていることに注意する。フォノンのカッ

トオフ周波数が ωc ≈ 数 10 meV 程度であるので、

ギャップ関数の大きさは expの因子で一桁ほど下がっ

て∆ ≈数 meV ≈ 1 THzほどになる。

有限温度の場合も同様に自己無撞着方程式を解く

ことができて、ある臨界温度 Tc以下からギャップ関

数が非ゼロの値をとる相転移現象が起こる。Tcのス

ケールは T = 0でのギャップ関数の値と同程度であ

る。BCS理論は超伝導体が持っている物理的性質の

多くを説明することができる。特に電磁場に対する

応答を記述することができて、電気抵抗がゼロにな

ることや、マイスナー効果を示すことがいえる。ま

た、臨界点近傍の領域において GL理論を導出する

ことも可能である。

3.2 時間依存BCS理論

超伝導体のダイナミクスを微視的に扱うために、前

述のBCS理論に時間依存性を取り込むことを考えよ

う。出発点は南部スピノルの時間発展を記述する時

間依存Bogoliubov-de Gennes (BdG)方程式である。

i∂tψk(t) = hkψk(t) (34)

南部スピノルが時間変化するのに伴ってギャップ関

数∆も時間変化すると考えられるので、hkに含まれ

る∆も時間に依存するとしよう。ただし、各時刻で

ギャップ関数は自己無撞着条件 (27)を満たしている

べきである。このように各時刻で秩序パラメーター

を自己無撞着に決めながら時間発展させる方法が時

間依存平均場理論の考え方である。

ギャップ関数の時間発展を求めるために、以下のよ

うな同時刻の 2点相関関数を用意しておくと便利で

ある。

σα
k (t) =

1

2
⟨ψ†

k(t)ταψk(t)⟩ (α = x, y, z) (35)

ここで ⟨· · · ⟩は初期時刻の密度行列に関する平均を表
す (Heisenberg描像をとっている)。時間発展してい

くと τxの成分だけでなく τy, τz の成分も絡んでくる

ので 3、全ての成分の時間発展を同時に追う必要があ

る。σα
k はちょうど南部スピノルで定義されるスピン

演算子の期待値の形をしているので、Andersonの擬

スピンと呼ばれている [10]。

擬スピンの時間発展は

∂tσ
α
k =

1

2
⟨∂tψ†

k(t)ταψk(t)⟩+
1

2
⟨ψ†

k(t)τα∂tψk(t)⟩

=
i

2
⟨ψ†

k(t)[hk(t), τα]ψk(t)⟩ (36)

で与えられる。ギャップ関数 ∆(t) の実部を ∆′(t)、

虚部を ∆′′(t) とおくと、hk(t) = εkτz − ∆′(t)τx −
∆′′(t)τy と表せる。Pauli 行列が満たす交換関係

3南部スピノルが 2 成分を持つことに対応して、本当は 2 点
相関関数は 2 × 2 = 4 成分を持つ。残りの独立な成分は σ0

k =
1
2
⟨ψ†

kτ0ψk⟩ (ただし τ0 は 2× 2の単位行列)であるが、実は σ0
k

は時間依存 BCS 理論の範囲では保存量になっていて他の成分と
混じることはない。そのため 3成分の擬スピンで十分なのである。
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[τα, τβ ] = 2iεαβγτγ を用いると、擬スピンの運動方

程式は

∂tσk(t) = 2bk(t)× σk(t) (37)

とコンパクトにまとめられる。ここで

bk(t) = (−∆′(t),−∆′′(t), εk) (38)

と定義した。式 (37)は、擬スピン σk(t)に有効磁場

bk(t)が働いたときに起きる歳差運動を表すBloch方

程式の形をしている。ただし有効磁場bk(t)にはギャッ

プ関数∆(t)が含まれており、自己無撞着に決める必

要がある。自己無撞着条件 (27)は擬スピンの言葉で

書くと

∆′(t) =
V

N

∑
k

σx
k(t), ∆′′(t) =

V

N

∑
k

σy
k(t) (39)

となる。擬スピンの運動方程式 (37)は一見すると時

間に関する線形の微分方程式に見えるが、自己無撞

着条件のために非線形な方程式になっていて、一般

的に解くのは簡単ではない 4。

3.2.1 線形化された擬スピンの運動方程式

ここでは擬スピンの平衡状態からのずれが十分

小さいとして、ずれに関して方程式を線形化して

解くことにしよう。まず平衡状態の擬スピンの解

σk,eq を求めておく。前節の計算と同様のことをす

ると、σx
k,eq = ∆

2Ek
tanh

(
βEk

2

)
, σy

k,eq = 0, σz
k,eq =

− εk
2Ek

tanh
(

βEk

2

)
という表示が得られる。ここで∆

は平衡状態におけるギャップ関数であり、自己無撞着

条件 (32)によって決まっている。擬スピンを波数空

間上で並べると、常伝導状態では図 5のようなドメ

イン構造の配置をとる。超伝導状態になると、ドメ

イン壁の近くで擬スピンがねじれた構造になる。一

般に擬スピンの z成分は各波数 kに対する準粒子の

占有密度 (運動量分布関数)を表し、x, y成分は位相

の情報も含めた Cooper対の密度に相当する。

擬スピンの平衡状態からのずれを σk(t) = σk,eq+

δσk(t)、ギャップ関数の平衡値からのずれを∆(t) =

∆ + δ∆(t)と書くことにする。簡単のため、平衡状
4実はこの方程式は可積分構造を持つことが知られており、線

形化せずに厳密に解くこともできる [26, 27]。
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図 5: 常伝導状態と超伝導状態における擬スピンの構

造と電子の運動量分布関数。

態は絶対零度 (T = 0)にとっておく。ギャップ関数の

位相の変化はゲージ変換によって吸収することがで

きるので、ここでは∆(t)は常に実数であるとする。

初期時刻に擬スピンの配位が平衡状態のものから少

しだけずれたとしよう (σk(0) = σk,eq+δσk(0))。そ

の後の時間発展は、ずれに関して線形化した以下の

方程式に従う。

∂tδσ
x
k(t) = −2εkδσ

y
k(t) (40)

∂tδσ
y
k(t) = 2εkδσ

x
k(t) + 2∆δσz

k(t)−
εk
Ek

δ∆(t)

(41)

∂tδσ
z
k(t) = −2∆δσy

k(t) (42)

(40)と (41)から δσy
k(t)を消去し、(40)と (42)から

∆δσx
k(t) = εkδσ

z
k(t) が成り立つことがわかるので

δσz
k(t)を消去して、δσ

x
k(t)に関する

∂2t δσ
x
k(t) = −4E2

kδσ
x
k(t) +

2ε2k
Ek

δ∆(t) (43)

という方程式が導かれる。これと自己無撞着

条件 δ∆(t) = V
N

∑
k δσ

x
k(t) を連立して解け

ばよい。そのためにフーリエ変換 δσx
k(ω) =∫

dt eiωtδσx
k(t), δ∆(ω) =

∫
dt eiωtδ∆(t) を行うと、

δσx
k(ω) =

2ε2k
Ek(4E2

k − ω2)
δ∆(ω) (44)

という関係が得られる。これと自己無撞着条件

δ∆(ω) = V
N

∑
k δσ

x
k(ω) を組み合わせると、非自明

な解が存在するためには

V

N

∑
k

2ε2k
Ek(4E2

k − ω2)
= 1 (45)

という条件が満たされる必要がある。この条件はAn-

dersonによって指摘されたものと等価である [10]。式
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(45)に ω = 2∆を代入するとギャップ方程式 (32)と

一致するので、周波数 ω = 2∆の固有振動モードが

存在することがわかる。この振動モードはギャップ

関数の振幅の振動に対応するので、GL理論の章で議

論した Higgsモードに相当する。このように Higgs

モードの存在については 1958年に Andersonによっ

て指摘されており [10]、素粒子物理の文脈でHiggs粒

子の存在を予言した 1964年の Higgsの論文 [11]よ

りも先ということになる。

3.2.2 相互作用クエンチ

Higgsモードの振動の様子を見るために、もう少し

具体的な設定を考えよう。簡単な設定として、平衡状

態 (T = 0)からスタートして相互作用パラメーター

の値を突然 t = 0で時間的に変化 (クエンチ)させて

(V (t) = V (0) + δV (t > 0)) ダイナミクスを誘起す

ることを考える。擬スピンの運動方程式は (40)-(42)

と同じであるが、自己無撞着条件が以下のように少

し変わる。

δ∆(t) =
∆

V
δV (t) +

V

N

∑
k

δσx
k(t) (46)

Volkov-Kogan の方法 [28] に基づいて、ラプラス

変換を用いて方程式を解くことにする。δσk(s) =∫∞
0
dt e−stδσk(t)、δ∆(s) =

∫∞
0
dt e−stδ∆(t)とおく

と、フーリエ変換の場合と同様に

s2δσx
k(s) = −4E2

kδσ
x
k(s) +

2ε2k
Ek

δ∆(s) (47)

δ∆(s) =
∆

V

δV

s
+
V

N

∑
k

δσx
k(s) (48)

という関係が得られる。これを δ∆(s)について解く

と、

δ∆(s) =

(
1− V

N

∑
k

2ε2k
Ek(s2 + 4E2

k)

)−1
∆

V

δV

s

(49)

となる。上式の “1”にギャップ方程式 1 = V
N

∑
k

1
2Ek

を代入すると、

δ∆(s) =

(
V

N

∑
k

1

2Ek(s2 + 4E2
k)

)−1
∆δV

s(s2 + 4∆2)V

(50)
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図 6: 相互作用パラメーターをクエンチした時に誘起

される超伝導ギャップの振動が減衰していく様子。

という表式が得られる。最後にラプラス逆変換

δ∆(t) = L−1[δ∆(s)] =
∫ γ+i∞
γ−i∞

ds
2πi e

stδ∆(s) を施す

ことで δ∆(t)を求めることができる。この部分は省

略するが、鞍点法を使うことで長時間における振る

舞いを評価することができる。

δ∆(t)

∆
≃ 1

VD(εF )

δV

V

×
(
1− 2

π3/2
√
∆t

cos
(
2∆t+

π

4

))
(51)

この結果より、超伝導ギャップの振幅が相互作用ク

エンチ後に周波数 2∆で振動することがわかる。これ

は前節で見たように Higgsモードの固有エネルギー

が 2∆であることと整合する。振動中心は相互作用

クエンチの変化に伴って平衡値からずれる。振動の

振幅は長時間領域で t−1/2 に比例して冪的にゆっく

り減衰していく (図 6)。実験的にはテラヘルツポン

プ・プローブ分光によって、ポンプ光の効果をクエ

ンチとみなすことで超伝導ギャップが 2∆の周期で振

動しながら減衰していく様子が観測されている [29]。

物理的には、プラズマ物理における Landau減衰

の類似として理解することができる。時間依存 BCS

方程式には衝突項がないため準粒子散乱による緩和

は存在しないように見えるが、各擬スピンは波数 k

に依存した周波数 2Ek = 2
√
ε2k +∆2 で振動し、位

相緩和によってギャップの振動が減衰する。このよう

に衝突なしに緩和が起こる機構は、Landau減衰とし

て知られているものがある。ただし、ギャップ関数の

振動が緩和してもシステム全体としては熱平衡化し

ない。これは時間依存BCS理論が可積分性を持つこ
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とに由来する [26, 27]。

3.2.3 振動電場による駆動

次に光などの振動電場によって超伝導体が駆動さ

れた場合を見てみよう。振動電場E(t)をベクトルポ

テンシャル A(t) = A0 sinΩt (E(t) = −∂tA(t))に

よって導入する。振動電場と電子の間の相互作用は

ゲージ変換で不変になることを要請すると Peierls位

相の形になり、BCSハミルトニアンは時間に依存し

た以下の式で与えられる。

HBCS =
∑
kσ

εk−A(t)c
†
kσckσ

−
∑
k

(∆(t)c−k↓ck↑ +∆∗(t)c†k↑c
†
−k↓) (52)

ここから南部スピノルの運動方程式を求めると時間

依存 BdG方程式 (34)になるが、hk(t)は

hk(t) =

(
εk−A(t) −∆∗(t)

−∆(t) −εk+A(t)

)
(53)

に置き換わる。この物理的な意味は以下の通りであ

る。南部スピノルの第一成分は ↑スピンの電子に、第
二成分は ↓スピンの正孔に対応する。電子と正孔は
互いに逆符号の電荷を持っているため、hkの対角要

素に含まれるA(t)の前の符号が (1, 1)成分と (2, 2)

成分で逆になっている。超伝導状態においては電子

と正孔が混成し、その強さが hk(t)の非対角成分に

表れている。

時間依存 BdG方程式から Anderson擬スピン σk

に対する運動方程式を導くとやはりBloch方程式 (37)

の形になるが、擬スピンに働く有効磁場は

bk(t) = (−∆′(t),−∆′′(t),
εk−A(t) + εk+A(t)

2
) (54)

となる。振動電場の効果は有効磁場の z 成分に表れ

る。bzk(t)はA(t)について偶関数のため、電場に線

形な項は出てこないことがわかる。主要な結合は電

場の 2乗の形になっており、GL理論で見たように秩

序パラメーターが 2光子吸収のプロセスを介して電

場と非線形に結合することと整合する。

Bloch方程式 (37)を電場の 2乗に関して線形化す

ることで、クエンチの問題と同様に運動方程式を解

析的に解くことができる。詳細は省略するが、十分

長時間の領域で以下のような結果が得られる [30]。

δ∆(t)

∆A2
0

≃

1

4VD(εF )

(
1− 2

π3/2
√
∆t

Ω2

Ω2 −∆2
cos(2∆t+

π

4
)

)
+

1

4
(cos 2Ωt− 1)

− 1

4VD(εF )


Ω√

∆2−Ω2

cos(2Ωt)

sin−1( Ω
∆ )

(Ω < ∆)

Ω√
Ω2−∆2

cos(2Ωt−φ)√
[cosh−1( Ω

∆ )]2+(
π
2 )

2
(Ω > ∆)

(55)

ここでφ = tan−1

(
π/2

cosh−1( Ω
∆ )

)
は位相シフトを表す。

ギャップ関数の平衡値からのずれ δ∆(t)は電場の 2

乗 (A2
0)に比例している。式 (55)の右辺第一項は相互

作用クエンチの効果を表している。実際、高周波数

の極限 (Ω → ∞)を考えると、相互作用パラメーター

を V → V + 1
4A

2
0V のように変化させた時のクエン

チの結果 (51)と等価になる。一般に振動電場によっ

て駆動された電子は Floquet状態と呼ばれる電場の

衣を着た準粒子に変化する [31]。cos型の分散を持つ

単一バンドの自由電子系では、Floquet状態になると

電子のホッピングは Bessel関数の因子 J0(A0) 倍に

なることが知られている。ホッピングの大きさが減

少するため相対的に引力の大きさが増大し、相互作

用をクエンチした効果に読み替えることができる。

時間が十分経過するとクエンチの寄与は t−1/2 に

比例して減衰していく。長時間後に到達する定常状

態においては式 (55)の右辺第二項と第三項が生き残

り、δ∆(t)は 2Ωの周波数で振動する。特に 2Ω = 2∆

のときに第三項が発散的に増幅し、Higgsモードと

振動電場の間で共鳴が起こる。これは GL理論の結

果と定性的に同様である。図 7に δ∆(t)の振幅と位

相を 2Ω/2∆の関数としてプロットした。2光子吸収

で得られるエネルギー 2Ωが Higgsモードのエネル

ギー 2∆ に近づくにつれて、ギャップ関数の振動の

振幅が |2Ω − 2∆|−1/2 に比例して発散する。GL理

論では |2Ω− 2∆|−1 に比例していたので、発散の冪

が少し弱まったことになる。これは、BCS理論では

秩序パラメーターだけではなく準粒子が励起される

効果も取り込まれ、Higgs モードが Landau 減衰と

11
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In the above, we have replaced the range of integration from∫ ωD

−ωD
to

∫ ∞
−∞, which is allowed in the BCS regime (ωD ≫

"). F (s) can be analytically continued on the complex plane,
where branch cuts B±(δ) = {±2i" ± ire±iδ|r ∈ [0,∞)} with
δ small but nonzero are introduced (Fig. 3).

To obtain δ"(t) with an inverse Laplace transformation, we
need to evaluate a Bromwich integral,

I (t) = 1
2π i

∫ γ+i∞

γ−i∞
ds est &2

s(s2 + 4&2)(s2 + 4"2)F (s)
,

(22)

where γ ∈ R is taken to be larger than any of the real parts
of the poles in the integrand. There are three first-order
poles at s = 0,±2i& and two branching points at s = ±2i"
(Fig. 3) in the integrand, where s = ±2i" corresponds to
the Higgs amplitude mode, while s = ±2i& to the forced

precession of the Anderson pseudospins driven by the elec-
tric field. As one changes &, the poles merge with the
branching points at 2& = 2", which causes a resonance
between the forced pseudospin precession and the Higgs mode.

To make it more explicit, we evaluate the integral (22) by
taking the contour as depicted in Fig. 3, which surrounds the
three poles but avoids the branch cuts. This kind of contour
is often used to calculate similar integrals (see, e.g., Ref. [2]).
We take δ > 0 so that the contours along the branch cuts
B±(δ) do not touch the poles s = ±2i& when & > ". Since
the contributions from infinity vanish, we are left with the
residues of the poles and the line integrals (C± in Fig. 3
and their Hermitian conjugates) along the branch cuts. The
asymptotic behavior of the integrals C± for t → ∞ is evaluated
by the saddle-point method. Finally we end up with long-time
asymptotic forms of the order parameter,

δ"(t)
α1e2A2"

∼ 1
4λ

[
2

π3/2

&2

&2 − "2

1√
"t

cos
(

2"t + π

4

)
− 1

]
+ 1 − cos 2&t

4
+ 1

4λ
×

⎧
⎨

⎩

&√
"2−&2

cos 2&t

sin−1 ( &
" ) , & < ",

&√
&2−"2

cos(2&t−ϕ)√
[cosh−1 ( &

" )]2+( π
2 )2

, & > ",

(23)

where ϕ is the phase shift given by

ϕ = tan−1

(
π/2

cosh−1 (
&
"

)
)

. (24)

The first term in Eq. (23) can be interpreted as the
Higgs amplitude mode induced by an effective change of
the interaction parameter due to the ac field, U → Ueff =
(1 − 1

2α1e
2A2)U [25]. Indeed, it approaches the result for the

interaction-quench problem [26,27] in the limit of & → ∞.
The Higgs mode is amplified by the ac electric field around
2& = 2". The term decays algebraically as t−1/2 [2], which
suggests that the Higgs mode effectively has an infinite lifetime
within the BCS approximation.

In the long-time limit, the constant term and the term oscil-
lating with frequency 2& survive. The constant term in δ"(t)
is proportional to α1(1 − λ−1), which implies, intriguingly,
that we can attain an amplification of superconductivity on
time average when this term is positive. The 2& oscillation
term represents the APR. If we write the last term in Eq. (23)
as 1

4λ
A cos(2&t − ϕ), the amplitude A and the phase shift

ϕ are universal functions that depend only on the ratio
2&/2" (Fig. 4). The amplitude A diverges as |2& − 2"|−1/2

at 2& = 2" (resonance condition). It clearly differs from
the result of the time-dependent GL (8), |2& − 2"|−1. The
reduction of the power from 1 to 1/2 signifies that the Higgs
mode is a bit less stable, where each pseudospin precession
gradually dephases. Physically we can interpret this as coming
from Landau damping; that is, the collective mode decays into
individual quasiparticle excitations even in the collision-less
equation (15). An anomaly is also found in the phase shift ϕ:
for 2& < 2", ϕ is locked to zero; i.e., the 2& oscillation of
the order parameter is in-phase with E(t)2. As soon as 2&
exceeds 2", the ϕ discontinuously jumps to π/2 and starts
to drift (Fig. 4). Along with the order-parameter oscillation,

the pseudospin itself continues to precess around the axis
parallel to σ k(0), with two modes of frequencies ωk and
2& surviving in t → ∞ (the former of which dephases). By
numerically simulating Eq. (15), we also confirmed that APR
generally occurs for finite-temperature initial states and for
pulsed electric fields that contain large enough number of
oscillation cycles.

a Amplitude

0

1

2

3

4

5

b Phase

0 0.5 1 1.5 2
0

π
2

π

2 2

FIG. 4. (a) The amplitude A and (b) phase shift ϕ of the 2&

oscillation of the superconducting order parameter δ"(t) [Eq. (23)]
against 2&/2".
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図 7: 超伝導ギャップの 2Ω振動の振幅 (a)と位相シ

フト (b)を 2Ω/2∆の関数でプロットしたもの [30]。

類似の形で準粒子に緩和することで発散が弱められ

たと解釈することができる。2Ω振動の位相は共鳴点

(2Ω = 2∆)を境に π/2だけジャンプする。これらの

振る舞いは、Higgsモードが BCS理論においては極

ではなく分岐点に対応することを意味する。

3.2.4 3次高調波の共鳴

Higgs モードの共鳴がカレントにどのような

影響があるかを見ておこう。カレント j(t) =∑
kσ vk−A(t)⟨c†kσckσ⟩ は擬スピンを使って次のよう

に表せる。

j(t) =
∑
k

[vk−A(t) − vk+A(t)]σ
z
k(t)

+
∑
k

[vk−A(t) + vk+A(t)]σ
0
k(t) (56)

ここで vk = ∂εk
∂k は群速度、σ

0
k = 1

2 ⟨ψ
†
kτ0ψk⟩は保

存量であり A(t) には依存しない。簡単のために 3

次元の立方格子上で tight-binding模型を考えて、分

散 εk = −2thop
∑

α cos kα を持つとしよう (thop は

ホッピングパラメーター)。さらにA(t)は (1, 1, 1)方

向を向いているとして A(t) = A(t)(1, 1, 1), j(t) =

j(t)(1, 1, 1)とおく。カレント j(t)をA(t)について

3次まで展開する (j(t) = j(1)(t) + j(3)(t) +O(A5))。

線形応答成分は London方程式 (4)と同じ形で与え

られる。

j(1)(t) = 2
∑
k

εkσ
z
k(0)A(t) = −KA(t) (57)

ここでKはMeissnerの重みである。3次の非線形成

分は

j(3)(t) = 2
∑
k

εkδσ
z
k(t)A(t) +

K

6
A(t)3

=
2

V
∆δ∆(t)A(t) +

K

6
A(t)3 (58)

となる。最後の行を得るために εkδσ
z
k(t) = ∆δσx

k(t)

という関係を使った。GL理論において 3次のカレ

ントの成分が AH に比例していた (式 (23)を参照)

のと同様に j(3)(t)の初項が δ∆(t)に比例しているの

で、2Ω = 2∆において Higgsモードの共鳴が起こる

とその振幅は |2Ω − 2∆|−1/2 に比例して発散的に増

大する。この現象は、超伝導体NbNに対してテラヘ

ルツ光を照射して透過光を測定をすることで実験的

に観測されている [23]。

発散の冪の違いを除いて GL理論と定性的に同じ

結果が得られるので、これでめでたしと言いたいと

ころだが、実は話はまだ終わらない。上の議論では

立方格子を例にとり、光の電場が (1, 1, 1)方向に偏

光していることを仮定したが、違う偏光方向を考え

たり別の格子構造を考えたりするとカレントの 3次

成分は式 (58)のように δ∆(t)だけを用いた形には書

けない。一般にカレントの非線形成分には秩序パラ

メーターの振幅の変化 δ∆(t)以外に、Cooper対破壊

による個別の準粒子励起の寄与も含まれる。準粒子

励起はHiggsモードと同じギャップ 2∆を持ち 2光子

吸収で活性のため、2Ω = 2∆に 3次高調波の共鳴を

引き起こす。さらに、一般の格子構造や偏光方向を

考えると、3次高調波の共鳴に対して準粒子励起の

方が Higgsモードより圧倒的に大きな寄与を与える

ということが指摘された [32]。

それでは実験で観測された 3次高調波の共鳴は準

粒子励起の寄与によって支配されているのだろうか？
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準粒子励起の寄与が支配的だとすると、3次高調波

の強度は光の偏光方向に大きく依存するはずである。

準粒子は結晶中で非等方的な分散関係を持っている

ためである。一方で Higgs モード由来だとすると、

3次高調波の強度は偏光方向に依らず等方的になる。

実際に実験で 3次高調波の偏光方向依存性を測ると、

その強度はほとんど偏光方向には依らないという結

果が得られた [33]。ここで理論と実験の間の齟齬が

露わになった。

この問題は不純物効果を考えることによって解決さ

れる [5]。電子と光の間の相互作用は常磁性結合 (p·A
型)と反磁性結合 (A2型)に分けることができる。不

純物がない clean極限では常磁性結合はなくなり、反

磁性結合のみからくる Higgsモードの寄与は準粒子

に対して大きく抑制される。一方、不純物が存在す

る場合は常磁性結合からくる準粒子、Higgsモード

の寄与が増加し、第一原理計算とモデル計算を組み

合わせた方法によって超伝導体NbNについては 3次

高調波の共鳴は主に Higgsモードが担っていること

がわかっている [34]。

それでは他の超伝導体の場合はどうだろうか？不

純物があるときに、何が Higgsモードと準粒子の寄

与の比率を決めているのだろうか？物質の詳細に依

らない普遍的な法則はあるのだろうか？これらの問い

に対しては未だに満足な答えが得られていない。物

質ごとにケースバイケースで数値計算をするだけで

なく、解析的に 3次高調波の感受率を評価をするこ

とが望まれるが、将来課題になっている。

4 量子多体傷跡状態と非平衡超伝導

非平衡状態において超伝導を誘起することを考え

る時には、熱化の問題を避けて通ることはできない。

一般的な量子多体系のハミルトニアンを考えると、そ

の固有状態は物理量の期待値を見る限りにおいては

熱平衡状態と区別できないと期待されており、固有

状態熱化仮説と呼ばれている [35, 36, 37]。これが正

しいとすると、どんな励起状態を作ったとしてもい

ずれは熱平衡化してしまい、温度が上昇するだけで

超伝導相関は抑えられる方向に向かう。長時間経っ

ても熱平衡化せずに超伝導相関を保つような非平衡

定常状態を作ることはできないだろうか？

近年、非可積分なハミルトニアンにも関わらずそ

の固有状態の中に熱平衡状態とは異なる非熱的な状

態が存在する場合があることが見つかってきている

[38, 39, 40, 41]。古典的なカオス系で見られる例外

的な周期軌道との類似から量子多体傷跡状態と呼ば

れている。その中には超伝導相関を示すものがある

ことが知られており、非平衡特有の超伝導状態が可

能になる。ここではそれらのいくつかの例を紹介し

たい。

4.1 ηペアリング超伝導

格子上で相互作用するフェルミオンの典型的なモ

デルであるHubbard模型を考えよう。ハミルトニア

ンは以下で与えられる。

H = −thop
∑
⟨ij⟩σ

(c†iσcjσ + h.c.) + U
∑
i

ni↑ni↓ (59)

thop, Uはそれぞれホッピング、相互作用パラメーター

である。格子構造としては、d次元の立方格子を考

える。⟨ij⟩は最近接サイトのペアを表す。このモデ
ルは 1次元では可積分であるが、2次元以上では非

可積分であると考えられている。

ハミルトニアン (59)は粒子数保存に関する U(1)

対称性とスピンの回転に関する SU(2)対称性を持っ

ている。実はそれ以外に隠れた連続対称性が存在す

る。それを見るために η演算子を導入する [42]。

η+ =
∑
j

eiQ·Rjc†j↑c
†
j↓ (60)

η− =
∑
j

eiQ·Rjcj↓cj↑ (61)

ηz =
1

2

∑
j

(nj↑ + nj↓ − 1) (62)

ここで Q = (π, π, · · · )、Rj はサイト j の位置を表

す。スピン演算子と同様に x, y 成分を ηx = (η+ +

η−)/2, ηy = (η+ − η−)/(2i)で定義する。η演算子は

SU(2)代数を満たす。

[ηα, ηβ ] = iεαβγη
γ (α, β, γ = x, y, z) (63)

Hubbard模型のハミルトニアンと η演算子の間には

次の交換関係が成り立つ。

[H − U

2

∑
jσ

njσ, η
α] = 0 (α = x, y, z) (64)
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すなわち化学ポテンシャルが µ = U
2 (half filling)の

Hubbard 模型は η SU(2) 対称性を持つ。それ以外

の化学ポテンシャルの場合も粒子数を固定したセク

ターを考えればハミルトニアンと η演算子は交換す

るため、やはり η SU(2)対称性を持つとしてよい。η

SU(2)は粒子数保存に関するU(1)対称性を含んでい

る。スピンの対称性と合わせれば、Hubbard模型は

全体として SO(4) ≃ (SU(2) × SU(2))/Z2 の対称性

を持つ [43]。ここで Z2で割ったのは、Sz と ηz の量

子数の間に関係があるため SU(2)× SU(2)の表現の

うち半分だけが実現できるためである。

次に ηペアリング状態を

|ψN ⟩ = 1

NN
(η+)N/2|0⟩ (65)

と定義する [42]。ここで |0⟩は真空であり、N は粒子
数、NN は規格化定数である。粒子数を固定した空

間において η+とハミルトニアン (59)が可換なため、

ηペアリング状態 (65)は厳密な固有状態になる。

H|ψN ⟩ = 1

2
NU |ψN ⟩ (66)

その固有値は一般に基底状態のエネルギーよりもは

るかに高いため、η ペアリング状態は高エネルギー

領域に存在する励起状態ということになる。関係式

(66)は任意の d次元において成り立つ。このことは、

2次元以上において Hubbard模型の基底状態が厳密

に求まっていないことと対照的である。η ペアリン

グ状態がHubbard模型の厳密な固有状態であること

は 1989年に C. N. Yangによって指摘された [42]。

物理的には ηペアリング状態は、重心運動量Qを

持った Cooper対が凝縮した状態とみなすことがで

きる。η+の定義 (60)を見ると、位相因子 eiQ·Rj を

持ったダブロンが生成されていることからわかる。η

ペアリング状態 (65)が超伝導相関を示すことは、非

対角長距離秩序を持つことから従う。実際、超伝導

相関関数を厳密に評価することができて、以下の結

果を得ることができる [42]。

1

2
⟨ψN |(c†i↑c

†
i↓cj↓cj↑ + c†j↑c

†
j↓ci↓ci↑)|ψN ⟩

= eiQ·(Ri−Rj)
N
2 (L− N

2 )

L(L− 1)
(67)

ここで L はサイトの数を表す。長距離極限 (|Ri −
Rj | → ∞)において非対角長距離秩序の大きさは有

限の値をとる。またその値はN = L (half filling)の

時に最大となる。

非対角長距離秩序 (67) は 2 粒子密度行列

(ρ2)iσ1jσ2,kσ3lσ4 = Tr(ρ c†jσ2
c†iσ1

ckσ3clσ4)の非対角成

分に対応する。2粒子密度行列の最大固有値がCooper

対の凝縮の有無と関係する [44]。2粒子密度行列の最

大固有値 Λ2 には上限

Λ2 ≤ N(2L−N + 2)

2L
(68)

が存在することが知られている [44]。実は ηペアリン

グ状態はこの上限を達成していることがわかり [45]、

その意味で ηペアリング状態は最も大きな超伝導相

関を示す状態といえる。

このように ηペアリング状態は非可積分系のエネ

ルギー固有状態であるにも関わらず、熱平衡状態か

らかけ離れた性質を持つ非熱的状態である。これは

量子多体傷跡状態と似ているが、厳密には区別され

ることがある。量子多体傷跡状態というときには、ヒ

ルベルト空間を系の対称性からくる量子数でラベル

付けされた部分空間に分けたときに、非熱的状態が

属する部分空間に十分に多くの熱的状態が存在して

いることが前提になる。ηペアリング状態は η SU(2)

に関する最高ウェイト状態に対応するので、η ペア

リング状態の属する部分空間には ηペアリング状態

しかない。その意味で ηペアリング状態は「本当の」

量子多体傷跡状態とはいえないが、ハミルトニアン

を変形するなどして量子多体傷跡状態にすることも

できる [46]。

4.2 非従来型超伝導ペアリングへの拡張

前節で述べた Yangの η ペアリング状態はスピン

がシングレットで軌道が s波のペアリング対称性を

持っている。これを他のペアリング対称性に拡張す

ることはできるだろうか？平衡状態では実現できな

いような非平衡特有の超伝導固有状態が他に存在す

るだろうか？最近の研究で、非可積分なハミルトニ

アンを持つ系で非従来型のペアリング対称性 (スピ

ンがトリプレットや軌道が p波、d波、f 波など) を

持ったエネルギー固有状態を厳密に構成する方法が

知られてきている [47, 48]。講義ではそれらについて

最後に紹介する予定である。
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