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概要

超伝導は物質の電気抵抗がゼロになり物質中の磁場を完全に排除するような「秩序立った状態」であり、

ミクロな世界を支配する量子力学の性質がマクロな世界に現れる現象の一種である。超伝導体に強い光な

どを照射して非平衡状態にすると何が起こるだろうか？一見すると非平衡にすることで秩序が乱され、外

から加えたエネルギーが熱に変わって、量子多体系の面白い性質が掻き消えてしまうように思われる。と

ころが、非平衡にすることで平衡状態では実現できなかった秩序や物性が発現する例が実験的、理論的に

見つかってきている。例えば、平衡状態ではMermin-Wagnerの定理によって 2次元以下で有限温度で超伝

導転移は存在しないが、非平衡ではそのような制限は存在せず原理的には任意の次元で超伝導状態が存在

可能である。実際に、超伝導秩序を保つような非平衡多体状態の例が理論的に知られている。また、光に

よって超伝導秩序の振幅を振動させる励起モードを誘起することが可能であり、素粒子の Higgs粒子との

対応からHiggsモードと呼ばれている。Higgsモードは通常、平衡状態から離れた非線形応答領域でのみ現

れると考えられており、近年のテラヘルツ光の実験の進歩によって観測できるようになった。本講義では、

このような近年進展の著しい非平衡超伝導の物理を基礎から解説したい。
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第1章 はじめに

超伝導は物性物理学の中で最も興味を持たれている相転移現象の一つであり、その物理的性質の解明や

新しい超伝導体の発見は常に物理学の進歩を促してきた。超伝導は通常、物質を極低温まで冷やすとある温

度で相転移が起こり、電気抵抗がゼロになり磁場を完全に排除するようなある種の秩序立った状態になる。

より高い温度の環境下で超伝導を実現したいというのが物理学の長年の夢であるが、常圧下ではいまだに

極低温が必要なのが現状である。

そこで近年、光を使って超伝導状態を制御したり超伝導を誘起することができないかという研究が現れ

てきた [1, 2, 3, 4]。レーザー光を使って物質を非平衡状態へ駆動することで、平衡状態では実現できないよ

うな量子多体状態を作ることが可能になると期待されている。非平衡量子多体系に注目する理由の一つと

して、平衡状態で知られている様々な制限を (原理的には)超えることができることがあげられる。例えば、

平衡状態ではMermin-Wagnerの定理によって 2次元以下で有限温度で超伝導転移は存在し得ないことが知

られているが、非平衡状態では任意の次元で超伝導相関を保った定常状態が存在できることが理論的に知

られている (Sec. 4を参照)。また、レーザー光の実験技術の発展によって、テラヘルツを含む様々な周波数

を持った高強度のレーザー光で物質を駆動し、時間分解して電子状態のダイナミクスを観測することがで

きるようになったのも非平衡量子多体系を研究する動機の一つである。

本講義では、非平衡量子多体系の中でも超伝導に関するトピックに絞って基礎から解説する。ちょうど今

回の物性若手夏の学校のテーマが “ミクロからマクロへ、マクロから世界へ”ということなので、マクロな

立場 (第 2章)とミクロな立場 (第 3, 4章)から非平衡超伝導の物理を眺めてみたい。本講義ノートを準備す

るに当たってレビュー論文 [5, 6]や解説記事 [7]を参考にしたので、興味がある人はそちらも合わせて参照

していただきたい。
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第2章 マクロからの非平衡超伝導

超伝導体の非平衡ダイナミクスは、定性的にマクロに粗視化された現象論によって大雑把に理解するこ

とができる。まずはそれを見てみよう。

2.1 Ginzburg-Landau理論

超伝導体の低エネルギー有効場の理論は、Ginzburg-Landau (GL) 理論によって与えられる [8]。それに

よると、超伝導体は複素数の秩序パラメーター ψ(r)によって特徴づけられる。超伝導状態では、物質中の

電子同士が引力を感じてペアを作り (Cooperペア)、マクロな数の Cooperペアが凝縮することで発現して

いると考えられる。ψ(r)は、凝縮した電子の波動関数がマクロな世界に顔を出したものと捉えることがで

き、「巨視的波動関数」などとも呼ばれることがある。ただしこの言い方は少々不正確なので、あまり真に

受ける必要はない。よりミクロな理論から出発することで ψ(r)の正体は明らかになるのだが、ここでは単

に超伝導体は複素数のスカラー場 ψ(r)を秩序パラメーターとして持つと仮定したと考えよう。

GL理論によると超伝導体の自由エネルギーは以下のように与えられる。

f = a|ψ(r)|2 + b

2
|ψ(r)|4 + 1

2m∗ |(−i∇− e∗A)ψ(r)|2 (2.1)

ここで、a, bは何らかの定数である。Landauの相転移の一般論と同様に、自由エネルギーを秩序パラメー

ターで展開して 4次の項まで取ってある。最後の項は凝縮体の運動エネルギーを表しており、1粒子の量子

力学と同じような形をとるとしている。ここでm∗と e∗は凝縮体の有効質量と有効電荷であり、Aは電磁場

のベクトルポテンシャルである。ℏ = 1とおいている。自由エネルギーは大局的な位相回転 ψ(r) → eiθψ(r)

に対して不変になっている (U(1)対称性)。また、粒子正孔対称性 ψ(r) → ψ†(r), e∗ → −e∗も持っている。

超伝導体は BCS理論のところで見るように、低エネルギーにおいて近似的な粒子正孔対称性を示すことが

知られており、そのことと整合する。

係数 aは温度に依存し、超伝導転移の前後で符号を変えるとしよう。臨界温度を Tcとおき、a = a0(T−Tc)

とする。平衡状態では秩序パラメーターは一様であるとすると、自由エネルギーが最小になる条件から秩
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序パラメーターは次の値をとる。

|ψ| =


√

−a
b

T < Tc

0 T ≥ Tc

(2.2)

特に Tc 付近の低温側で秩序パラメーターは |ψ| ∝ (Tc − T )1/2 のように立ち上がる。

2.1.1 電磁場に対する応答

この理論が超伝導を記述することを確かめるには、電磁場に対する応答を見ればよい。そのために、カレ

ントを次のように定義する。

j = − ∂f

∂A
= − ie∗

2m∗ [ψ
†∇ψ − (∇ψ†)ψ]− e∗2

m∗Aψ
†ψ (2.3)

平衡状態で秩序パラメーターが空間的に一様であればカレントは

j = −e
∗2

m∗ |ψ|
2A (2.4)

と表される。これは超伝導体の電磁応答を記述する現象論的方程式である London方程式

j = −e
∗2ns
m∗ A (2.5)

と同じ形をしている。ここで ns は超流動密度を表している。この二つの式が一致するためには

|ψ|2 = ns (2.6)

となる必要がある。すなわち秩序パラメーターの振幅 (の 2乗)は超流動密度に対応するのである。元々、

GL理論は London方程式を再現するように作られている。

超伝導体中では磁場が完全に排除される (Meissner効果)。式 (2.5)をMaxwell方程式

∇×B = µ0j (B = ∇×A) (2.7)

(µ0 は真空の透磁率)に代入し、両辺の回転を取ると、

∇× (∇×B) = ∇(∇ ·B)−∇2B = −∇2B = −µ0e
∗2ns
m∗ B (2.8)

6
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となる。例えば磁場が x方向にしか依存しないとすると、

∂2xB =
1

λ2
B, λ =

√
m∗

µ0e∗2ns
(2.9)

が得られ、超伝導体の内部では磁場が指数関数的に減衰する (B ∝ e−x/λ)。λ は London の侵入長であ

り、磁場が超伝導体に侵入できる長さスケールを表す。侵入長 λ は臨界温度に近づくにつれて発散する

(λ ∝ (Tc − T )−1/2)。

超伝導体の電気抵抗がゼロになることも以下のようにして理解できる。周波数 ω で振動する電場 E =

E0e
−iωt をかけたときに流れる電流は

j = σ(ω)E (2.10)

のように表される。ここで σ(ω)は光学伝導度である。時間ゲージ (E = −∂tA)をとると、A = 1
iωE であ

るので、London方程式 (2.5)より

j = i
e∗2ns
m∗ω

E (2.11)

が成り立つ。式 (2.10)と比較すると

σ(ω) = i
e∗2ns
m∗ω

(2.12)

となる。実は σ(ω) の解析性から実部と虚部の間には関係があり (Kramers-Kronig の関係式) 1、 1
ω+iϵ =

P 1
ω − iπδ(ω) (ϵは正の微小量、P は積分した時に主値をとることを表す) という公式を思い出すと、σ(ω)

が解析的に正しく振る舞うようにするためには

σ(ω) =
πe∗2ns
m∗ δ(ω) + i

e∗2ns
m∗ω

(2.13)

とする必要がある。すなわち実部はデルタ関数的になっており、dc伝導度 σ(ω = 0)は発散する (電気抵抗

がゼロになる)ことがわかる。

Reσ(ω) = Dδ(ω), D =
πe∗2ns
m∗ (2.14)

係数Dは Drudeの重みと呼ばれる。一方で光学伝導度の虚部は 1/ωに比例して dc極限 (ω → 0)でやはり

発散する。このような光学伝導度の虚部が 1/ωに比例する振る舞いは、光誘起超伝導の実験において超伝

導が誘起されたかどうかを判別するのに用いられることがある 2。
1ω を複素数だと思って σ(ω)を複素関数とみなすと、複素平面の上半平面で σ(ω)は正則であるべしという性質を持つ。このこと

から Kramers-Kronig の関係式 Reσ(ω) = 1
π
P
∫
dω′ Imσ(ω′)

ω′−ω
, Imσ(ω) = − 1

π
P
∫
dω′ Reσ(ω′)

ω′−ω
が従う。

2ただし実際の実験では dc 極限で光学伝導度の虚部が本当に発散しているのかどうかを示すのは難しい場合が多い。
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2.2 時間依存Ginzburg-Landau理論

超伝導体のダイナミクスを理解するためには、秩序パラメーター ψ(r)が時間にも依存する状況を考え

ることになる。前節で議論した GL理論に秩序パラメーターの時間依存性を取り込んだものを、時間依存

Ginzburg-Landau理論と呼ぶ。実は超伝導体の場合には、時間依存 GL理論をミクロから正当化するのは

難しいという問題がある [9] 3。なぜ問題が起こるかは後ほど説明するが、当面の間は現象論だと思ってお

おらかに扱うことにしよう。

時間依存性を考えるために、自由エネルギーではなくラグランジアンを出発的にする。ラグランジアンは

秩序パラメーターの局所的な関数になっていると仮定し、低次数の微分項をとってくると以下のような形に

なる。

L = −
[
a|ψ(r, t)|2 + b

2
|ψ(r, t)|4 + 1

2m∗ |(−i∇− e∗A)ψ(r, t)|2
]

+ c1ψ
†(r, t)(i∂t − e∗ϕ)ψ(r, t) + c2|(i∂t − e∗ϕ)ψ(r, t)|2 (2.15)

ここで第一項はGL理論の自由エネルギー (2.1)に負符号をつけたものになっている。第二項と第三項はそれ

ぞれ時間微分を一個、二個含む項になっていて、前者は非相対論的なGross-Pitaevskii方程式、後者は相対

論的なKlein-Gordon方程式の時間微分項と同じ形をしている。ϕは電磁場のスカラーポテンシャルを表す。

電磁場と秩序パラメーターの結合の仕方は、ゲージ変換A → A′ = A+∇χ, ϕ→ ϕ′−∂tχ, ψ → ψ′ = eie
∗χψ

で不変になるように決めている。

2.2.1 集団励起モード

秩序パラメーター ψ(r)を基底状態の値 ψ0 からのずれが小さいとして、次のように表すことにしよう。

ψ(r) = (ψ0 +H(r))eiθ(r) (2.16)

ここでH(r), θ(r)はそれぞれ秩序パラメーターの振幅、位相の揺らぎに対応する。集団励起モードの言葉

で言うと、前者は Higgsモード [10, 11]、後者は南部 Goldstoneモード [12, 13]に相当する (図 2.1)。集団

3ミクロから真面目に時間依存 GL 理論を導出しようとすると、多くの場合かなり厳しい条件を仮定することになる。例えば準粒

子の緩和時間が超伝導ギャップの逆数 (2∆)−1 より十分短いなど。このような仮定が満たされるのは、磁性不純物によってギャップが

閉じているギャップレス超伝導体など、限られた場合しかない。しかもミクロから正当化できたとしても、得られる方程式は時間微分

項が減衰項 (∝ −∂tψ) になり、秩序パラメーターの振動などの現象を記述することはできない。
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Higgsモード
南部Goldstoneモード

<latexit sha1_base64="3VzJgJRA1xdh5PInKPVAJhPOLZU="></latexit>

Re �

<latexit sha1_base64="eP1m9u9qViTbVm+tXdO/xpaaFhY="></latexit>

Im �

<latexit sha1_base64="LW+J/p+L2iOGDvJ5OHXooTzPayI="></latexit>

f

図 2.1: GL理論における自由エネルギーポテンシャルの概念図。複素の秩序変数 ψの振幅と位相の揺らぎ

が、それぞれ Higgsモードと南部 Goldstoneモードに対応する。

励起モードの研究は、物性物理と素粒子物理の間の相互作用によって進展してきたという歴史がある。表

2.1に物性物理側の発展を中心に時系列をまとめた。

ψ0は前節で求めた基底状態の値 (2.2)を取るとし、一般性を失わず正の実数であると仮定する (ψ0 =
√
−a/b

(T < Tc))。するとラグランジアンは次のように展開される。

L = 2aH2 − 1

2m∗ (∇H)2 − e∗2

2m∗

(
A− 1

e∗
∇θ
)2

(ψ0 +H)2

− c1e
∗
(
ϕ+

1

e∗
∂tθ

)
(ψ0 +H)2 + c2(∂tH)2 + c2e

∗2
(
ϕ+

1

e∗
∂tθ

)2

(ψ0 +H)2 + · · · (2.17)

初項は Higgsモードの質量項であり、Higgsモードは有限のエネルギーギャップ ∝ (−2a)1/2 ∝ (Tc − T )1/2

を持つことを意味する。第二項は Higgsモードの運動項である。位相場 θ は質量項 (∝ θ2)を持たないた

め、ギャップレスの励起モードのように見える。実際に電荷中性 (e∗ = 0)の超流動体の場合には、そのよう

なギャップレスの励起モードが存在する (Anderson-Bogoliubovモード [10, 15])。これは連続的な対称性が

自発的に破れた時には必ずギャップレスモードが現れるという Goldstoneの定理 [17]の結果そのものであ

る。位相モードと振幅モードは (2.17)の第四項から出てくる −2c1∂tθψ0H の形で互いに線形に混成する。

位相モードと振幅モードが独立なモードとなるためには c1 = 0 である必要がある。c1項は粒子正孔対称性

(ψ(r, t) → ψ†(r, t), e∗ → −e∗)を破るため、位相モードと振幅モードの結合を抑制するときに粒子正孔対称

性を要求することがある [28] 4。ボーズ粒子の冷却原子気体の実験では、粒子正孔対称性が成り立つ領域付

近で振幅モードが観測されている [29]。
4粒子正孔対称性が存在すると、有効的なローレンツ対称性も創発する。そのため、振幅モードは有効的なローレンツ対称性によっ

て守られると言ったりする。

9
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表 2.1: Higgsの物理の (物性関連を中心とした)発展 [7]。

1950 Ginzburg-Landau理論 [8]

1957 BCS理論 [14]

1958 超伝導体の集団励起モード [15, 10]

1960-61 自発的対称性の破れの概念の導入 [16, 12]

1961-62 Goldstoneの定理 [13, 17]

1963 物性物理における Higgs機構 [18]

1964 相対論的場の理論における Higgs機構 [11, 19, 20]

1980-82 超伝導 + CDW共存系における Higgsモードの観測 [21, 22, 23]

2012 LHC実験で Higgs粒子を発見 [24, 25]

2013-14 超伝導体で Higgsモードを観測 [26, 27]

一方、超伝導体 (e∗ ̸= 0)の場合には事情が異なる。θはA− 1
e∗∇θ、または ϕ+ 1

e∗ ∂tθの形でしか現れな

いため、ゲージ変換A → A′ = A− 1
e∗∇θ, ϕ → ϕ′ = ϕ+ 1

e∗ ∂tθ (ユニタリーゲージ)によって表面上消す

ことができる。A′, ϕ′ を再びA, ϕと書くことにすれば、ラグランジアンを

L = 2aH2 − 1

2m∗ (∇H)2 − e∗2

2m∗A
2(ψ0 +H)2

− c1e
∗ϕ(ψ0 +H)2 + c2(∂tH)2 + c2e

∗2ϕ2(ψ0 +H)2 + · · · (2.18)

と書き直せる。このようにして位相モード θが消え、代わりに電磁場の質量項 (∝ A2)が第三項に現れる。

ここで示した電磁場が質量を獲得する機構のことをAnderson-Higgs機構 [18, 11, 19, 20]と呼ぶ。電磁場の

質量を持つということは、超伝導体中では電磁場が真空中のようには自由に伝搬することができなくなる

ことを意味し、Meissner効果に対応している。電磁場が質量を持つと横成分だけでなく縦成分 (伝搬する方

向に偏極した成分)も現れることに注意する。Anderson-Higgs機構が起こる前と後で、励起モードの数の

勘定は次のようになっている。

2(電磁場の横成分) + 2(ψの実部と虚部) → 3(電磁場の縦成分と横成分) + 1(Higgsモード) (2.19)

物理的には位相モードは電磁場と結合してプラズマ周波数程度の高エネルギーに押し上げられてしまい、低

エネルギーには生き残らない。残されたモードは Higgsモードのみであり、これが通常低エネルギーで現

れる超伝導体の唯一の集団励起モードである (図 2.2)。ただし、臨界温度近傍では常伝導状態の電子が多

10
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Higgsモード準粒子励起

Anderson-Higgs機構

南部Goldstone	
モード

<latexit sha1_base64="5/7T/7+T/RI0onxCIQ0jbHrq03g="></latexit>

�p

<latexit sha1_base64="b9WrL2JyI36GYgkL8bb9Ehyz4WA="></latexit>

2�

<latexit sha1_base64="X64LztAz2qRbryGGcD17NUjg2TA="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="dRDwe6sRuXPhAflJ0Lzk6KPG3gw="></latexit>

k

図 2.2: 超伝導体の典型的な励起スペクトル。南部 Goldstoneモードは Anderson-Higgs機構によってプラ

ズマ周波数 ωp 程度の高エネルギーに押し上げられる。低エネルギー (超伝導ギャップ 2∆のスケール)で生

き残る集団励起モードは Higgsモードのみである。

数熱励起されて電磁場を遮蔽することによって位相モードが復活する可能性がある。そのようなモードは

Carlson-Goldmanモードと呼ばれている [30]。

超伝導体では近似的に粒子正孔対称性が低エネルギーで成り立つため、c1項は無視することができる。そ

うすると、式 (2.18)よりHiggsモードと電磁場 (Aと ϕ)の間には線形な結合はないことがわかる。これが、

Higgsモードを線形応答によって電磁場で励起できない所以である。言い換えれば、Higgsモードは電荷や

磁化といった量子数を持っていないことを意味する。Higgsモードを電磁場で励起するには非線形応答を使

う必要があり、式 (2.18)を見ると Higgsモードと電磁場の間に非線形な結合 (A2H や ϕ2H に比例する項)

があることがわかる。これは 2光子吸収のプロセスに対応しており、周波数 ω1 のフォトンと ω2 のフォト

ンが入ってくると周波数 ω1 + ω2 の Higgsモードが生成されることになる。ダイヤグラムで表したものを

図 2.3に示した。

ラグランジアン (2.18)から Higgs場 H の運動方程式を導くことができる。そのために Euler-Lagrange

方程式を書き下す。

∂L
∂H

− ∂t

(
∂L

∂(∂tH)

)
−∇ ·

(
∂L

∂(∇H)

)
= 0 (2.20)

11
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<latexit sha1_base64="LouYIQMUSz71+/rWvi32hNOknj8="></latexit>

A, �

<latexit sha1_base64="LouYIQMUSz71+/rWvi32hNOknj8="></latexit>

A, �

<latexit sha1_base64="E3W5D9/BbfZMISKmJUnSIn6YhwU="></latexit>�1

<latexit sha1_base64="sotOIyfD8aRymbzp6ofFuett9rw="></latexit>�2 <latexit sha1_base64="5kPf9pzqArAeXgWpkw8kykyGRAI="></latexit>

�1 + �2

<latexit sha1_base64="MA+SOLn40MLObW7KCQgZxCdsIg8="></latexit>

H

図 2.3: 電磁場A, ϕと HiggsモードH の間の非線形相互作用を表すダイヤグラム。

以下では c1 = 0とおく。得られる運動方程式は次のような形になる。(
c2∂

2
t −

1

2m∗∇
2

)
H = 2aH + e∗2ψ0

(
c2ϕ

2 − 1

2m∗A
2

)
(2.21)

特に電磁場がない場合 (A = ϕ = 0)を考えてH(r, t) ∼ eiq·r−iωtという平面波解を仮定すると、Higgsモー

ドの分散関係

ω2 = −2a

c2
+

q2

2c2m∗ (2.22)

が得られる。ここからただちに Higgsモードがエネルギーギャップ

ωH =

√
−2a

c2
(2.23)

を持つことが結論される。Higgsモードを励起するには有限のエネルギーが必要になる。前にも述べたよ

うに、相転移点付近では ωH は (Tc − T )1/2に比例してゼロに近づく。時間依存GL理論からはエネルギー

ギャップの値が具体的にいくらになるかはわからないが、後で示すようにミクロな計算から超伝導ギャップ

2∆ (準粒子励起が起きはじめるエネルギー)に等しいことが知られている。√
−2a

c2
= 2∆ (2.24)

さらに GL理論をミクロから導くことで係数 bについて以下の関係式が成り立つことが知られている [31]

(付録を A参照)。

b

(
ψ0

∆

)2

=
3

4εF
(2.25)

ここで εF は Fermiエネルギーを表す。式 (2.24)と (2.25)に ψ0 の表式 (2.2)を組み合わせることで、係数

c2 の値を決めることができる。

c2 = − 2a

(2∆)2
=

2bψ2
0

(2∆)2
=

3

8εF
(2.26)
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超伝導体は Cooper対の凝縮でできていることを知っているので、有効質量はm∗ = 2m (mは電子の質量)

である。また、Fermiエネルギーは εF = 1
2mv

2
F で与えられる (vF は Fermi速度)。これらを用いることで、

Higgsモードの分散関係のミクロな表式を得ることができる。

ω2 = (2∆)2 +
1

3
v2F q

2 (2.27)

この結果は、時間依存GL理論を経由せずに、ミクロな計算に基づいてVarmaと Littlewoodによって求め

られた [23]。

2.2.2 集団励起モードと電磁場の結合

さて、Higgsモードの運動方程式が導けたので、電磁場を加えたときに何が起こるかを見ておこう。レー

ザー光の電磁場を想定して、単一の周波数を持つ一様な外場A(t) = A0e
−iΩt, ϕ = 0を仮定する。運動方程

式は

c2∂
2
tH = 2aH − e∗2ψ0

2m∗ A2
0e

−2iΩt (2.28)

となる。これを解くことで

H(t) =
1

(2Ω)2 − ω2
H

e∗2ψ0A
2
0

2c2m∗ e−2iΩt (2.29)

という解が得られる。Higgs場 H は周波数 2Ωで振動することがわかる。2光子吸収のプロセスによって

Higgsモードが励起されることに対応している。また、2Ω = ωH = 2∆のところで共鳴が起きて、Higgs場

の振動の振幅が発散することも見てとれる。2光子吸収で得られるエネルギー 2Ωが Higgsモードの固有エ

ネルギー ωH = 2∆に一致するときに共鳴が起こる。

観測量にどのような影響があるかを見るために、カレントを求める。ラグランジアン (2.18)より

j =
∂L
∂A

= −2e∗2ψ0

m∗ AH + · · · (2.30)

という展開が得られる。主要項はAとH に比例する。これは London方程式 (2.4)で秩序パラメーターの

振幅の揺らぎ |ψ| = ψ0 +H を代入したときのカレントの平衡値からの変化分に対応している。カレントの

表式に運動方程式の解 (2.29)を代入すると

j = − 1

(2Ω)2 − ω2
H

e∗4ψ2
0

c2m∗2A
3
0e

−3iΩt (2.31)
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<latexit sha1_base64="eaOl3kCdsg9yMLjnXDN7WQ2a01M="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="YsBM9abCEFYgnrFM2qhibp1eGjQ="></latexit>

3�

<latexit sha1_base64="eaOl3kCdsg9yMLjnXDN7WQ2a01M="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="eaOl3kCdsg9yMLjnXDN7WQ2a01M="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="MA+SOLn40MLObW7KCQgZxCdsIg8="></latexit>

H

図 2.4: Higgsモードを媒介にして 3次高調波が発生する様子。

となる。カレントがAとH に比例していることからもわかるように、外場Aが持つ周波数 Ωと 2光子吸

収によって誘起されたHiggsモードの周波数 2Ωが合わさって、カレントは 3Ωの周波数を持って振動する。

これによって入射した周波数の 3倍の周波数の光が放出されることになる。この現象は、3次高調波発生

と呼ばれる非線形光学応答の一種である。Higgsモードを媒介して発生するため、Higgsモードの共鳴が起

こると 3次高調波成分の振幅も発散的に増大する。j = χ(3)(Ω)A3
0 で非線形感受率 χ(3)(Ω)を定義すると、

χ(3)(Ω)は共鳴付近で |2Ω− ωH |−1 = |2Ω− 2∆|−1 に比例して発散する。

3次高調波発生に対応するダイヤグラムを図 2.4に示した。周波数 Ωのフォトンが 2個入ってきて周波数

2Ωの Higgsモードに変わり、さらに周波数 Ωの別のフォトン 1個と衝突して周波数 3Ωのフォトンが出て

いく。超伝導体における 3次高調波の共鳴は、薄膜の NbN超伝導体に対するテラヘルツ分光の実験によっ

て最近観測された [27]。温度を変えながら 3次高調波の強度の変化を見ると、共鳴条件 (2Ω = 2∆)が成り

立つところで 3次高調波の強度が顕著に増大する振る舞いが見られた。これは Higgsモードが共鳴的に励

起されたことを強く示唆するが、本当に Higgsモードの共鳴励起に由来するかどうかはさらに議論が必要

であり、後ほど述べる。

超伝導体が示す非線形光学応答は 3次高調波だけでなく、他にも様々なものが考えられる。例えば、3次

の非線形応答の中でも、+ω− ω+ ω = ωという周波数の組み合わせによって入射した光と放出される光が

同じ周波数を持つ過程も存在する。これは非線形Kerr効果の一種であり、最近 2次元テラヘルツ分光の実

験によって観測されている。秩序パラメーターが空間的に非一様なパターン (vortexなど)を持つ場合や、

複数の秩序パラメーターが存在する場合なども面白いトピックである (次の節で取り上げる)。

また、より高次の非線形応答を考えることもできる。一般に空間反転対称性のある物質では奇数次の高次

高調波が発生する。超伝導体の場合にも 5次, 7次, . . . , (2n+ 1)次高調波が現れると考えられている。実

験では 5次高調波まで観測された例がある [32]。そのような高次の高調波にHiggsモードがどのように関係

14
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するかを調べるのは面白いだろう。さらに、非線形の次数をどんどん上げていくと、あるところで外場につ

いての摂動論が破綻して非摂動的な領域に入る場合があると予想されている。一般に n次の非線形応答の

振幅は、摂動論が成り立てば外場の n乗 (An)に比例するはずである。nが大きくなれば非線形応答の振幅

は指数関数的に減少していくはずだが、ある次数近辺を境に指数関数的な減少が止まり、次数 nにほとん

どよらないプラトー領域が現れることがあり、非摂動的な効果によるものと考えられている。超伝導体では

そのような超高次高調波の振る舞いはまだ観測されていないが、今後の実験の発展によって見えるように

なるかもしれない。

2.2.3 複数の秩序パラメーターが存在する場合

複数の超伝導秩序パラメーターが存在する場合にどうなるか見てみよう。ここでは簡単のために秩序パ

ラメーターが 2つ (ψ1 と ψ2)存在するケースを考えてみる。例えば、MgB2 などのマルチバンド超伝導体

がそのような場合に対応する。このときにもGL理論を応用することができる。GL自由エネルギーは次の

ような形をとることができる。

f =
2∑
i=1

[
ai|ψi|2 +

bi
2
|ψi|4 +

1

2m∗
i

|Dψi|2
]
+ ϵ(ψ†

1ψ2 + h.c.) + [η(D†ψ†
1) · (Dψ2) + h.c.] (2.32)

ここでD = −i∇− e∗Aは共変微分である。式 (2.32)の初項は各秩序パラメーターの GL自由エネルギー

(2.1)を足したものである。第 2項と第 3項が異なる秩序パラメーター間の相互作用を表す。第 2項は 2つの秩

序パラメーターの位相を同じ向き、もしくは逆向きに揃える働きがあり、一種の Josephson効果に対応する。

通常は、位相が同じ向きに揃った方がエネルギーが下がるので ϵ < 0である (以下これを仮定する)。第 3項は

ドラッグ効果 (引きづり効果)の一種であり、ψ1の空間変化と ψ2の空間変化の間の相関に関係する。その係

数 ηは一般に複素数である。この自由エネルギーはゲージ対称性 (A → A′ = A+∇χ, ψi → ψ′
i = eie

∗χψi)、

粒子正孔対称性 (ψi → ψ†
i , e

∗ → −e∗)を持っている。

この自由エネルギーを最小にする秩序パラメーター ψi = ψi0 は空間的に一様であり、正の実数と仮定で

きる。それらは次の関係を満たす。

∂f

∂ψ1
= 2a1ψ1 + 2b1ψ

3
1 + 2ϵψ2 = 0 (2.33)

∂f

∂ψ2
= 2a2ψ2 + 2b2ψ

3
2 + 2ϵψ1 = 0 (2.34)
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この解の一つが基底状態に対応する。基底状態からの揺らぎを次のように表そう。

ψi = (ψi0 +Hi)e
iθi (2.35)

ここでHiと θiはそれぞれ秩序パラメーター ψiの振幅と位相の揺らぎである。期待状態のまわりで自由エ

ネルギー (2.32)を展開して揺らぎの 2次までとると次のようになる。

f ≈
∑
i=1,2

[
(ai + 3biψ

2
i0)H

2
i +

1

2m∗
i

(∇Hi)
2 +

1

2m∗
i

(∇θi − e∗A)2(ψi0 +Hi)
2

]

− ϵψ10ψ20(θ1 − θ2)
2 + 2ϵH1H2

+ η(∇H1 − i(ψ10 +H1)(∇θ1 − e∗A))(∇H2 + i(ψ20 +H2)(∇θ2 − e∗A))e−i(θ1−θ2) + h.c. (2.36)

以下ではさらに簡単のために ai, bi,m
∗
i , ψi0 は iによらないとしよう。A → A′ = A−∇ θ1+θ2

2e∗ とゲージ

変換することで重心位相の自由度を除くことができる。A′を改めてAとおくと、自由エネルギーの展開は

以下の形になる。

f ≈
∑
i=1,2

[
(a+ 3bψ2

0)H
2
i +

1

2m∗ (∇Hi)
2

]
+
ψ2
0

m∗ (∇θL)
2 +

ψ2
0

m∗ (e
∗A)2 +

ψ0

m∗ (e
∗A)2(H1 +H2)

− 4ϵψ2
0θ

2
L + 2ϵH1H2

+ 2η′∇H1∇H2 + 2η′′ψ0(∇H1 +∇H2)(∇θL)

+ 2η′(ψ2
0 + ψ0(H1 +H2))(e

∗A)2 + 4η′′ψ2
0(e

∗A)2θL − 2η′ψ2
0(∇θL)2 (2.37)

ここで

θL =
1

2
(θ1 − θ2) (2.38)

は位相差のモード (Leggettモード [33])を表し、複数の秩序パラメーターが存在する系で初めて出てくる集

団励起モードである。また η = η′ + iη′′ (η′, η′′ ∈ R)とおき、Aと揺らぎの空間微分の積を無視する近似を

した。

秩序パラメーターが一つしかない場合と同様に、A2 に比例する電磁場の質量項、H2
i に比例する Higgs

モードの質量項、A2Hi に比例する Higgsモードと電磁場の非線形結合項が現れる。それ以外に θ2L に比

例する Leggettモードの質量項が存在し、一般に Leggettモードはエネルギーギャップを持つことがわか

る。(∇θL)2 に比例する Leggettモードの運動項の係数が正でないと一様な基底状態は安定ではないので、

1
m∗ > 2η′が満たされる必要がある。また、H1H2に比例する項があるため、二つのHiggsモードは一般に混
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成する。揺らぎの空間変化を無視すれば、Higgsモードと Leggettモードの間の混成はない。さらにA2θL

に比例する項があるため、Leggettモードと電磁場は非線形に結合する [34]。このことからもわかるように、

Leggettモードは通常線形応答で励起することはできない。この点は Higgsモードと同様である。カレン

トは

j ≈ − ∂f

∂A
= −2e∗2ψ2

0

m∗ A− 2e∗2ψ0

m∗ A(H1 +H2)

− 4e∗2η′(ψ2
0 + ψ0(H1 +H2))A− 8e∗2η′′ψ2

0AθL (2.39)

で与えられる。Leggettモードからの寄与としてAθLに比例する項が現れ、Higgsモードと同様に 3次高調

波の共鳴によって Leggettモードを検出できる可能性がある [34]。

2.2.4 Lifshitz不変量

秩序パラメーターが複数存在する系では、GL自由エネルギーは (2.32)で示した形以外に 1階の空間微分

を含むような項が対称性から許される場合がある。そこで次の形の自由エネルギーを考えてみよう。

f =

2∑
i=1

[
ai|ψi|2 +

bi
2
|ψi|4 +

1

2m∗
i

|Dψi|2
]
+ ϵ(ψ†

1ψ2 + h.c.) + [η(D†ψ†
1) · (Dψ2) + h.c.]

+ d · (ψ†
1Dψ2)− d · (ψ†

2Dψ1) (2.40)

dに比例する項が新しく加わった項である。自由エネルギーが実数になるためには係数ベクトル dは純虚

数である必要があるので、以下では d = idI とおく。自由エネルギー (2.40) はゲージ対称性と粒子正孔対

称性を持っている。電磁場が存在しない場合 (A = 0)に、dに比例する項は次のようになる。

dI · (ψ†
1∇ψ2 − ψ†

2∇ψ1) (2.41)

このように空間微分を一つだけ含んで、秩序パラメーターに関して反対称になっている項は Lifshitz不変量

[35]と呼ばれる。不変量と呼ばれる由来は、系の持つ対称性に対して不変になっている項だからである。そ

もそも自由エネルギーに現れる項だとすれば系の対称性に対して不変になっているのは当たり前なのである

が、空間微分を一つしか含んでいないためとても不変になっているようには見えないため、「不変量」と強調

するようになったのかもしれない。Lifshitzによって 2次相転移の安定性の観点からこのような項が考察さ

れた。空間微分を一つしか含まないため、空間反転対称性の破れた超伝導体や液晶、Dzyaloshinskii-Moriya

相互作用を持つ磁性体において Lifshitz不変量が現れる。
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Lifshitz不変量が存在すると Leggettモードが電磁場と線形に結合するようになる [36, 37]。その様子を

見てみよう。基底状態では秩序パラメーターは一様だとして (2.35) (ただし ψi0 = ψ0とする)のように振幅

と位相の揺らぎに関して展開すると、揺らぎの 2次までで

dI · (ψ†
1∇ψ2 − ψ†

2∇ψ1) ≈ −4dI · e∗A(ψ0 +H1)(ψ0 +H2)θL + dI · (H1∇H2 −H2∇H1) (2.42)

となる。ここで注目すべきは Leggettモードと電磁場が線形に結合する項 (∝ AθL)が現れていることであ

る。Lifshitz不変量があると Leggettモードは線形応答によって励起することが可能になる。一方で Higgs

モードは依然として線形応答では励起できない。

以上の議論では基底状態において秩序パラメーターは空間的に一様であると仮定したが、Lifshitz不変量

があると非一様な解が実現する可能性がある。これは Lifshitz不変量が空間微分を一つだけ含むため、秩

序パラメーターに空間的な変化がある方がエネルギーが低くなりやすいためである。一方で空間微分を二

つ含む項や Josephson結合の項など、空間的な変化がエネルギーを増加させる方向に働くものもあるため、

その両者が競合して空間的に一様な解から非一様な解への転移が起こり得る。

その様子を見るために、基底状態における秩序パラメーターが次のような非一様な解となる場合を考える。

ψ1 = ψ0e
iθ1,0eiq1·r (2.43)

ψ2 = ψ0e
iθ2,0eiq2·r (2.44)

これを自由エネルギー (2.40)に代入すると、

f =
∑
i=1,2

[
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2
i ψ

2
0

]

+ 2ϵψ2
0 cos(θ1,0 − θ2,0 + (q1 − q2) · r)

+ 2η′(q1 · q2)ψ2
0 cos(θ1,0 − θ2,0 + (q1 − q2) · r) + 2η′′(q1 · q2)ψ2

0 sin(θ1,0 − θ2,0 + (q1 − q2) · r)

+ 2dI · (q1 + q2)ψ
2
0 sin(θ1,0 − θ2,0 + (q1 − q2) · r) (2.45)

となる。ここで電磁場はないと仮定した (A = 0)。もし q1 ̸= q2であれば、f を全空間で積分すると空間的

に振動する項は相殺して消えるので、全自由エネルギーは

F =

∫
dr f =

∫
dr
∑
i

[
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2
i ψ

2
0

]
(2.46)
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となり、qi = 0 が最もエネルギーの低い状態になる。これは q1 ̸= q2 と仮定したことと矛盾するから、

q1 = q2 でなければならない。以下では q1 = q2 = qとおく。このとき自由エネルギーは、

f = 2

(
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2ψ2

0

)
+ 2ϵψ2

0 cos(θ1,0 − θ2,0)

+ 2η′q2ψ2
0 cos(θ1,0 − θ2,0) + 2η′′q2ψ2

0 sin(θ1,0 − θ2,0)

+ 4dI · qψ2
0 sin(θ1,0 − θ2,0) (2.47)

と表される。ϕ = θ1,0 − θ2,0 とおいて、ϕについて自由エネルギーを最小化しよう。

∂f

∂ϕ
= −2(ϵ+ η′q2)ψ2

0 sinϕ+ 2(η′′q2 + 2dI · q)ψ2
0 cosϕ = 0 (2.48)

ここから

tanϕ =
η′′q2 + 2dI · q

ϵ+ η′q2
(2.49)

となることがわかる。q ̸= 0の解を実現しようとすると、必ず 2つの秩序パラメーターの位相に差が生じる

ことになる。Josephoson結合があると位相差によってエネルギーが増加することになるので、q = 0の解

の方が安定になる可能性がある。これをもとの表式に戻すと、

f = 2

(
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2ψ2

0

)
+ 2ψ2

0

1√
1 +

(
η′′q2+2dI ·q
ϵ+η′q2

)2 (ϵ+ η′q2)2 + (η′′q2 + 2dI · q)2

ϵ+ η′q2

= 2

(
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2ψ2

0

)
+ 2ψ2

0(ϵ+ η′q2)

√
1 +

(
η′′q2 + 2dI · q

ϵ+ η′q2

)2

(2.50)

という関係を得る。自由エネルギーが最も低くなるのは qと dI が同じ方向、もしくは反対方向を向いてい

るときである。|q|が十分小さいとすると、自由エネルギーは

f ≈ 2

(
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 +

1

2m∗ q
2ψ2

0

)
+ 2ψ2

0(ϵ+ η′q2)

[
1 +

1

2

(
2dIq

ϵ

)2
]

≈ 2

(
aψ2

0 +
b

2
ψ4
0 + ϵψ2

0

)
+

(
1

m∗ + 2η′ +
4d2I
ϵ

)
ψ2
0q

2 (2.51)

と近似できる。q2の前の係数の符号が正ならば q = 0の解が安定である。一方、係数が負になると q = 0の

解が不安定になり q ̸= 0の解が実現することになる。ϵ < 0の場合は、

d2I > − ϵ

4

(
1

m∗ + 2η′
)

−→ q ̸= 0 (2.52)

d2I < − ϵ

4

(
1

m∗ + 2η′
)

−→ q = 0 (2.53)
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という分類を得ることができる。すなわち Lifshitz不変量の係数 dI が十分小さければ q = 0の解が安定に

なる。dI が閾値
√

− ϵ
4

(
1
m∗ + 2η′

)
を超えると q ̸= 0の解に転移する。このような q ̸= 0の状態は、ペア密

度波と呼ばれる。

Lifshitz不変量は空間微分を一つしか含まないため、通常は空間反転対称性が破れた系で現れると考え

られている。空間反転対称性があると、空間反転によって ∇ → −∇ となり Lifshitz 項は不変にならず、

自由エネルギーに現れることはないと思われる。しかし、例えば空間反転によって秩序パラメーターが

ψ1 → ψ2, ψ2 → ψ1のように入れ替わることが起きるとすると、Lifshitz項は空間反転に対して不変になる。

d · (ψ†
1∇ψ2 − ψ†

2∇ψ1) → d · (ψ†
2(−∇)ψ1 − ψ†

1(−∇)ψ2) = d · (ψ†
1∇ψ2 − ψ†

2∇ψ1) (2.54)

実際に、秩序パラメーターψ1とψ2が空間反転で入れ替わるようなミクロな模型を作ることができる [36, 37]。

この例は、系に空間反転対称性があったとしても Lifshitz不変量は存在する場合があることを示している。

Lifshitz不変量が存在するかどうかは群論によって分類することができる [37]。系の対称性 (群)が与えら

れたときに、秩序パラメーターがどのような群の表現に属するかを同定する。また、空間微分 ∇ がどの

ような表現に従っているかも調べることができる。それぞれの表現を [ψ1], [ψ2], [∇]とおいたときに、もし

[ψ1]⊗ [∇]⊗ [ψ2]が自明表現を含んでいれば Lifshitz不変量が存在する可能性があり、自明表現を含んでい

なければ Lifshitz不変量は存在し得ないことがいえる。全ての空間点群に対してこの分類は調べられてお

り、秩序パラメーター ψ1, ψ2がどのような表現の組 [ψ1], [ψ2]に属していれば Lifshitz不変量が存在し得る

かがわかっている [37]。応用例として、カゴメ格子上の超伝導体は空間反転対称性があり Lifshitz不変量は

存在しないが、カゴメ格子超伝導体に 3Qパターンと呼ばれる電荷密度波状態 (あるいはボンド秩序状態)

が共存すると空間反転対称性を保ちつつ Lifshitz不変量が存在できるようになる。

2.2.5 時間依存GL理論にまつわる問題

最後に時間依存 GL理論の問題点について触れておく。時間依存 GL理論をミクロから正当化するには、

励起された準粒子が素早く緩和して秩序パラメーターのみのダイナミクスで系の時間発展が記述される状

況を考える必要がある。要は時間依存 GL理論には秩序パラメーターの時間変化しか情報として入ってい

ないので、そこに含まれない準粒子の励起などが現れると困るのである。ところが、秩序パラメーターの

時間変化のスケールはちょうど Higgsモードの固有エネルギー ωH = 2∆ (の逆数)で与えられる。秩序パ

ラメーターを時間変化させようとすると 2∆くらいのエネルギースケールの励起を考えることになり、エ
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ネルギーが 2∆を超えると準粒子励起が始まるので、秩序パラメーターのダイナミクスと準粒子励起は切っ

ても切り離せない関係にある。また、励起された準粒子の緩和時間は通常 (2∆)−1よりも長くなるので、秩

序パラメーターが振動する間に準粒子が緩和し切ることもない。こうして秩序パラメーターのダイナミク

スを考えようとすると、どうしても準粒子励起の効果を取り込んだ理論を考える必要が出てくる。そこで、

ミクロな視点からは問題のある時間依存GL理論に取って代わって、より微視的な理論によって非平衡超伝

導を理解しようとする動機が湧いてきて、次の章で議論することになる。

ところで、集団励起モードである Higgsモードのギャップ ωH と、個別励起モードである準粒子励起の

ギャップ 2∆が一致するのはなぜだろうか？ミクロな計算をするとそうなるというのはわかっているが、そ

れ以上の深い理由は実は知られていない。南部先生が昔この関係に注目されたことがあり、Higgsモードは

ボソンであり準粒子はフェルミオンなので、統計性の異なる粒子の質量 (ギャップ)に関係があるというこ

とで、超対称性の文脈で議論された [38](南部関係式や南部総和則と呼ばれる)。最近では ωH = 2∆という

関係は平均場近似に由来する偶然的なものであり、平均場近似を超えて強相関効果を取り込むと ωH は 2∆

からずれる場合があるという報告もある [39]。いずれにせよ、Higgsモードのギャップがどのような機構で

決まっているのかをもっと深く理解する必要があるだろう。
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第3章 ミクロからの非平衡超伝導

ここまではマクロに粗視化された時間依存 GL理論の現象論に基づいて超伝導体のダイナミクスを議論

してきたが、前章で述べたように不満な点があるため、次に微視的な理論でどのように記述されるかを見

ていこう。

3.1 BCS理論

非平衡状態を議論する前に、平衡状態の話を復習しておく。超伝導体の微視的な記述は BCS (Bardeen-

Cooper-Schrieffer)理論によって与えられる [14]。BCS理論によると、超伝導状態ではフォノンなどに媒介

されて電子間に有効的な引力相互作用が働き、運動量 k、スピン ↑の電子と −k、↓の電子がペア (Cooper

対) を作って凝縮する。BCSに従い、電子間の相互作用としてペアとペアの間の散乱の行列要素だけをと

ると、

HBCS =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ − V

N

∑
kk′

c†k↑c
†
−k↓c−k′↓ck′↑ (3.1)

というハミルトニアンになる。ここで εkは Fermiエネルギーから測った電子の運動エネルギー (分散関係)、

−V (< 0)は引力相互作用の大きさ、N は離散化された波数 kの個数、c†kσ (ckσ)は電子の生成 (消滅)演算

子を表し、反交換関係 {ckσ, c†k′σ′} = δk,k′δσσ′ , {ckσ, ck′σ′} = {c†kσ, c
†
k′σ′} = 0を満たす。本当は引力相互

作用が働くエネルギースケールはフォノンのカットオフ周波数程度までであるため、ハミルトニアンの第二

項の波数の和は波数空間全体ではなく Fermiエネルギーからフォノンの周波数ほど離れた領域までに制限

するべきであるが、ここでは簡略化のために波数空間全体で和を取ることにする。

平均場近似をすると、ハミルトニアンは次のように変形される。

HBCS ≃
∑
kσ

εkc
†
kσckσ − V

N

∑
kk′

[⟨c†k↑c
†
−k↓⟩c−k′↓ck′↑ + c†k↑c

†
−k↓⟨c−k′↓ck′↑⟩] +

V

N

∑
kk′

⟨c†k↑c
†
−k↓⟩⟨c−k′↓ck′↑⟩

(3.2)
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⟨· · · ⟩は平衡状態での演算子の期待値を表す。最後の項は定数なので (エネルギーの絶対値を議論しない限

りは)無視して構わない。ここで超伝導ギャップ関数を

∆ =
V

N

∑
k

⟨c†k↑c
†
−k↓⟩ (3.3)

で定義する。∆は波数に依存しない定数であり、超伝導体の秩序パラメーターとみなせる。実際に∆/V =

1
N

∑
k⟨c

†
k↑c

†
−k↓⟩ は Cooper対の凝縮密度を表し、Ginzburg-Landau理論の ψ(r)に相当する。∆を用いる

とハミルトニアンは

HBCS ≃
∑
kσ

εkc
†
kσckσ −

∑
k

(∆c−k↓ck↑ +∆∗c†k↑c
†
−k↓) (3.4)

と表せる。これはまた、2成分南部スピノル

ψk =

 ck↑

c†−k↓

 (3.5)

を使って

HBCS =
∑
k

ψ†
khkψk (3.6)

と書くこともできる。ここで hk は 2× 2行列であり、

hk =

 εk −∆∗

−∆ −ε−k

 (3.7)

と定義される。南部スピノルの成分 ψkα (α = 1, 2)が反交換関係 {ψkα, ψ
†
k′β} = δk,k′δαβ , {ψkα, ψk′β} =

{ψ†
kα, ψ

†
k′β} = 0を満たすことを確認せよ。系が空間反転対称性を持つ場合は ε−k = εk を満たすので、以

下ではこれを仮定しよう。∆の位相は自由に選ぶことができるので、∆は正の実数であるとする。

hk を対角化することで準粒子のエネルギースペクトルを求めることができる。その固有値を Ek± とす

ると、

Ek± = ±
√
ε2k +∆2 (3.8)

と与えられる。スペクトルは Fermiエネルギーの上下に二つに分離し、間にエネルギーギャップ 2∆が開い

ていることになる。

∆は自己無撞着に決めることができる。定義 (3.3)より

∆ =
∆+∆∗

2
=

V

2N

∑
k

Tr[ρψ†
kτxψk] (3.9)
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である。ここで ρは平衡状態の密度行列であり、

ρ =
1

Z
e−βHBCS (3.10)

で与えられる (Z = Tr e−βHBCS は分配関数、β = 1/(kBT )は逆温度)。また τx は Pauli行列の x成分であ

る。式 (3.6)を代入すると

∆ =
V

2N

∑
k

1

Z
Tr[e−β

∑
k′ ψ

†
k′hk′ψk′ψ†

kτxψk] (3.11)

となる。hk をユニタリー行列 Uk を用いて hk = UkDkU
†
k と対角化すると (Dk = diag(Ek+, Ek−)は対角

行列)、ハミルトニアンは

H =
∑
k

ψ̃†
kDkψ̃k (3.12)

と表示される。ここでユニタリー変換されたスピノル演算子を

ψ̃k = U†
kψk (3.13)

と定義した。対角化された基底に移るとギャップ関数は

∆ =
V

2N

∑
k

Tr[e−βψ̃
†
kDkψ̃k′ ψ̃†

kU
†
kτxUkψ̃k]

Tr[e−βψ̃
†
kEkψ̃k ]

=
V

2N

∑
k

∑
ij=±

e−βDki

1 + e−βDki
δij(U

†
kτxUk)ij

=
V

2N

∑
k

Tr[f(Dk)U
†
kτxUk] (3.14)

と評価される。ここで f(Dk) = diag(f(Ek+), f(Ek−))は対角行列、f(ε) = 1/(eβε + 1)は Fermi分布関数

である。あとはトレースの中身を成分計算することで以下のギャップ方程式を得る。

∆ =
V

2N

∑
k

∆

Ek
tanh

(
βEk

2

)
(3.15)

ただし

Ek =
√
ε2k +∆2 (3.16)

とおいた。

絶対零度 (T = 0)ではギャップ関数は状態密度D(ε)を用いると

∆ =
V

2

∫ εc

−εc
dεD(ε)

∆√
ε2 +∆2

(3.17)
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を満たす。ここでエネルギーのカットオフ εc (フォノンのカットオフ周波数に対応する)を導入した。Fermi

エネルギー付近で状態密度は一定 (D(ε) = D(εF ))だと仮定すると、

∆ = V D(εF )∆ sinh−1
(εc
∆

)
(3.18)

と評価される。これを∆について解くと

∆ =
εc

sinh
(

1
V D(εF )

) (3.19)

という解を得る。引力が十分弱ければ (V D(εF ) ≪ 1)

∆ ≃ 2εc exp

(
− 1

V D(εF )

)
(3.20)

という近似式が得られる。V = 0の点で非解析的な関数になっていることに注意する。フォノンのカット

オフ周波数が ωc ≈ 数 10 meV程度であるので、ギャップ関数の大きさは expの因子で一桁ほど下がって

∆ ≈数 meV ≈ 1 THzほどになる。

有限温度の場合も同様に自己無撞着方程式を解くことができて、ある臨界温度 Tc 以下からギャップ関数

が非ゼロの値をとる相転移現象が起こる。Tc のスケールは T = 0でのギャップ関数の値と同程度である。

BCS理論は超伝導体が持っている物理的性質の多くを説明することができる。特に電磁場に対する応答を

記述することができて、電気抵抗がゼロになることや、マイスナー効果を示すことがいえる。また、臨界点

近傍の領域において GL理論を導出することも可能である (付録 Aを参照)。

3.2 時間依存BCS理論

超伝導体のダイナミクスを微視的に扱うために、前述の BCS理論に時間依存性を取り込むことを考えよ

う。出発点は南部スピノルの時間発展を記述する時間依存 Bogoliubov-de Gennes方程式である 1。

i∂tψk(t) = hkψk(t) (3.21)

南部スピノルが時間変化するのに伴ってギャップ関数∆も時間変化すると考えられるので、hkに含まれる

∆も時間に依存するとしよう。ただし、各時刻でギャップ関数は自己無撞着条件 (3.3)を満たしているべき
1式 (3.21) を導出するにはラグランジアン L =

∑
kσ c

†
kσi∂tckσ −HBCS に立ち帰る必要がある。南部スピノルで時間微分項を

書き直すとフェルミオンの反交換関係に注意して L =
∑

k ψ
†
ki∂tψk −HBCS となるので、あとは ψk に関して Euler-Lagrange 方

程式を立てればよい。

25



第 3 章 ミクロからの非平衡超伝導 3.2. 時間依存 BCS理論

である。このように各時刻で秩序パラメーターを自己無撞着に決めながら時間発展させる方法が時間依存

平均場理論の考え方である。

ギャップ関数の時間発展を求めるために、以下のような同時刻の 2点相関関数を用意しておくと便利で

ある。

σαk (t) =
1

2
⟨ψ†

k(t)ταψk(t)⟩ (α = x, y, z) (3.22)

ここで ⟨· · · ⟩は初期時刻の密度行列に関する平均を表す (Heisenberg描像をとっている)。時間発展してい

くと τx の成分だけでなく τy, τz の成分も絡んでくるので 2、全ての成分の時間発展を同時に追う必要があ

る。σαk はちょうど南部スピノルで定義されるスピン演算子の期待値の形をしているので、Andersonの擬

スピンと呼ばれている。

擬スピンの時間発展は

∂tσ
α
k =

1

2
⟨∂tψ†

k(t)ταψk(t)⟩+
1

2
⟨ψ†

k(t)τα∂tψk(t)⟩ =
i

2
⟨ψ†

k(t)[hk(t), τα]ψk(t)⟩ (3.23)

で与えられる。ギャップ関数∆(t)の実部を∆′(t)、虚部を∆′′(t)とおくと、hk(t) (3.7)は

hk(t) = εkτz −∆′(t)τx −∆′′(t)τy (3.24)

と表せる。Pauli行列が満たす交換関係 [τα, τβ ] = 2iεαβγτγ を用いると、擬スピンの運動方程式は

∂tσk(t) = 2bk(t)× σk(t) (3.25)

とコンパクトにまとめられる。ここで

bk(t) = (−∆′(t),−∆′′(t), εk) (3.26)

と定義した。式 (3.25)は、擬スピン σk(t)に有効磁場 bk(t)が働いたときに起きる歳差運動を表す Bloch方

程式の形をしている。ただし有効磁場 bk(t)にはギャップ関数 ∆(t)が含まれており、自己無撞着に決める

必要がある。自己無撞着条件 (3.3)は擬スピンの言葉で書くと

∆′(t) =
V

N

∑
k

σxk(t), ∆′′(t) =
V

N

∑
k

σyk(t) (3.27)

2南部スピノルが 2成分を持つことに対応して、本当は 2点相関関数は 2×2 = 4成分を持つ。残りの独立な成分は σ0
k = 1

2
⟨ψ†

kτ0ψk⟩

(ただし τ0 は 2× 2の単位行列)であるが、実は σ0
k は時間依存平均場近似の範囲では保存量になっていて、他の成分と混じることは

ない。そのため 3 成分の擬スピンで十分なのである。
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図 3.1: 常伝導状態と超伝導状態における擬スピンの構造と電子の運動量分布関数。

となる。擬スピンの運動方程式 (3.25)は一見すると時間に関する線形の微分方程式に見えるが、自己無撞

着条件のために非線形な方程式になっていて、一般的に解くのは簡単ではない 3。数値的に解く方法につい

ては付録 Bを参照のこと。

3.2.1 線形化された擬スピンの運動方程式

ここでは擬スピンの平衡状態からのずれが十分小さいとして、ずれに関して方程式を線形化して解くこ

とにしよう。まず平衡状態の擬スピンの解 σk,eq を求めておく。前節の計算と同様のことをすると、

σxk,eq =
∆

2Ek
tanh

(
βEk

2

)
(3.28)

σyk,eq = 0 (3.29)

σzk,eq = − εk
2Ek

tanh

(
βEk

2

)
(3.30)

という表示が得られる。ここで ∆は平衡状態におけるギャップ関数であり、自己無撞着条件 (3.15)によっ

て決まっている。擬スピン σk,eq を εk の関数だと思って εk の軸に沿って擬スピンを並べると、常伝導状

態では図 reffig: pseudospinのようなドメイン構造の配置をとる。電子が占有されているエネルギーでは擬

スピンは z軸の上向きに揃っており、非占有のエネルギーでは下向きに揃っている。超伝導状態になると、

ドメイン壁の近くで擬スピンが x軸方向に傾いてねじれた構造になる。一般に擬スピンの z 成分は各波数

kに対する準粒子の占有密度 (運動量分布関数)を表し、x, y成分は位相の情報も含めた Cooper対の密度に

相当する。

擬スピンの平衡状態からのずれを σk(t) = σk,eq + δσk(t)、ギャップ関数の平衡値からのずれを ∆(t) =

∆+ δ∆(t)と書くことにする。簡単のため、平衡状態は絶対零度 (T = 0)にとっておく。ギャップ関数の位

相の変化はゲージ変換によって吸収することができるので、ここでは∆(t)は常に実数であるとする。初期

3実はこの方程式は可積分構造を持つことが知られており、線形化せずに厳密に解くこともできる [40, 41]。
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時刻に擬スピンの配位が平衡状態のものから少しだけずれたとしよう (σk(0) = σk,eq + δσk(0))。その後の

時間発展は、ずれに関して線形化した以下の方程式に従う。

∂tδσ
x
k(t) = −2εkδσ

y
k(t) (3.31)

∂tδσ
y
k(t) = 2εkδσ

x
k(t) + 2∆δσzk(t)−

εk
Ek

δ∆(t) (3.32)

∂tδσ
z
k(t) = −2∆δσyk(t) (3.33)

(3.31)と (3.32)から δσyk(t)を消去すると

∂2t δσ
x
k(t) = −2εk∂tδσ

y
k(t) = −2εk

(
2εkδσ

x
k(t) + 2∆δσzk(t)−

εk
Ek

δ∆(t)

)
(3.34)

となる。さらに (3.31)と (3.33)から∆δσxk(t) = εkδσ
z
k(t)が成り立つことがわかるので、δσ

z
k(t)を消去して

δσxk(t)に関する

∂2t δσ
x
k(t) = −4E2

kδσ
x
k(t) +

2ε2k
Ek

δ∆(t) (3.35)

という方程式が導かれる。これと自己無撞着条件 δ∆(t) = V
N

∑
k δσ

x
k(t) を連立して解けばよい。そのため

にフーリエ変換 δσxk(ω) =
∫
dt eiωtδσxk(t), δ∆(ω) =

∫
dt eiωtδ∆(t) を行うと、

δσxk(ω) =
2ε2k

Ek(4E2
k − ω2)

δ∆(ω) (3.36)

という関係が得られる。これと自己無撞着条件 δ∆(ω) = V
N

∑
k δσ

x
k(ω) を組み合わせると、非自明な解が

存在するためには

V

N

∑
k

2ε2k
Ek(4E2

k − ω2)
= 1 (3.37)

という条件が満たされる必要がある。この条件はAndersonによって指摘されたものと等価である。式 (3.37)

に ω = 2∆を代入するとギャップ方程式 (3.15)と一致するので、周波数 ω = 2∆の固有振動モードが存在

することがわかる。この振動モードはギャップ関数の振幅の振動に対応するので、Ginzburg-Landau理論

の章で議論した Higgsモードに相当する。このように Higgsモードの存在については 1958年に Anderson

によって指摘されており、素粒子物理の文脈で Higgs粒子の存在を予言した 1964年の Higgsの論文よりも

先ということになる。
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3.2.2 相互作用クエンチ

Higgsモードの振動の様子を見るために、もう少し具体的な設定を考えよう。簡単な設定として、平衡

状態 (T = 0)からスタートして相互作用パラメーターの値を突然 t = 0で時間的に変化 (クエンチ)させて

(V (t) = V (0) + δV (t > 0)) ダイナミクスを誘起することを考える。擬スピンの運動方程式は (3.31)-(3.33)

と同じであるが、自己無撞着条件が以下のように少し変わる。

δ∆(t) =
∆

V
δV (t) +

V

N

∑
k

δσxk(t) (3.38)

Volkov-Koganの方法 [42]に基づいて、ラプラス変換を用いて方程式を解くことにする。δσk(s) =
∫∞
0
dt e−stδσk(t)、

δ∆(s) =
∫∞
0
dt e−stδ∆(t)とおくと、フーリエ変換の場合と同様に

s2δσxk(s) = −4E2
kδσ

x
k(s) +

2ε2k
Ek

δ∆(s) (3.39)

δ∆(s) =
∆

V

δV

s
+
V

N

∑
k

δσxk(s) (3.40)

という関係が得られる。これを δ∆(s)について解くと、

δ∆(s) =

(
1− V

N

∑
k

2ε2k
Ek(s2 + 4E2

k)

)−1
∆

V

δV

s
(3.41)

となる。上式の “1”にギャップ方程式 1 = V
N

∑
k

1
2Ek
を代入すると、

δ∆(s) =

(
V

N

∑
k

1

2Ek(s2 + 4E2
k)

)−1
∆δV

s(s2 + 4∆2)V
(3.42)

という表式が得られる。ここで積分公式

1

N

∑
k

1

2Ek(s2 + 4E2
k)

= D(εF )

∫ εc

−εc
dε

1

2
√
ε2 +∆2(s2 + 4ε2 + 4∆2)

= D(εF )
1

s
√
s2 + 4∆2

sinh−1
( s

2∆

)
(3.43)

を用いると

δ∆(s)

∆
=

1√
s2 + 4∆2 sinh−1

(
s
2∆

) 1

V D(εF )

δV

V
(3.44)

と表せる。最後にラプラス逆変換をすることで δ∆(t)を求めることができる。この部分は省略するが、鞍

点法を使うことで長時間における振る舞いを評価することができる。

δ∆(t)

∆
≃ 1

V D(εF )

δV

V

(
1− 2

π3/2
√
∆t

cos
(
2∆t+

π

4

))
(3.45)
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<latexit sha1_base64="9YUAnmIzhoct20AlT0GutrrQNqY="></latexit>

� t�
1
2

<latexit sha1_base64="DG/IQ0Q6tblPwQovVzQhX+KOTYM="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="B/YQDWuQFeTZR4GZeHulsHHIsRA="></latexit>

��(t)

�

図 3.2: 相互作用パラメーターをクエンチした時に誘起される超伝導ギャップの振動が減衰していく様子。

この結果より、超伝導ギャップの振幅が相互作用クエンチ後に周波数 2∆で振動することがわかる。これ

は前節で見たようにHiggsモードの固有エネルギーが 2∆であることと整合する。振動中心は相互作用クエ

ンチの変化に伴って平衡値からずれる。振動の振幅は長時間領域で t−1/2に比例して冪的にゆっくり減衰し

ていく (図 3.2)。実験的にはテラヘルツポンプ・プローブ分光によって、ポンプ光の効果をクエンチとみな

すことで超伝導ギャップが 2∆の周期で振動しながら減衰していく様子が観測されている [26]。

物理的には、プラズマ物理における Landau減衰の類似として理解することができる。時間依存 BCS方

程式には衝突項がないため準粒子散乱による緩和は存在しないように見えるが、各擬スピンは波数 kに依存

した周波数 2Ek = 2
√
ε2k +∆2 で振動する。準粒子励起に必要なエネルギーが 2Ek であり、その中で最も

低いエネルギーが Higgsモードの周波数 2∆ に等しい。ギャップ関数は擬スピンを各波数について和をとっ

たものであるため、位相緩和によってギャップの振動が減衰する。このように衝突なしに緩和が起こる機構

は、Landau減衰として知られているものがある。ただし、ギャップ関数の振動が緩和してもシステム全体

としては熱平衡化しない。これは時間依存 BCS理論が可積分性を持つことに由来しており [40, 41]、保存

量がたくさん存在することで長時間経っても熱平衡化が妨げられる。

ここまでは擬スピンの平衡状態からのずれが十分小さいことを仮定したが、相互作用クエンチ (V = Vi →

Vf )が微小ではなく有限の値になるとさらに豊富なダイナミクスを示す。そのような振る舞いを解析するに

は、可積分性を利用して厳密解を調べるか、数値計算によって非線形方程式を解く必要がある。

Viを固定して Vf を増加させていくと (Vf > Vi)、最初は微小クエンチの場合と同様に擬スピンの振動の

位相がずれてギャップ関数の振動は減衰する。ところが、ある点 (Vf = Vc1)を超えると擬スピンの振動が

同期してギャップ関数の振動が減衰せずに持続する。古典系で非線形振動子が同期現象を示すことがよく知

られているが、量子系においても非線形方程式が現れて似たような同期現象が起こる。
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一方で Viを固定して Vf を減少させていくと (Vf < Vi)、やはり最初は微小クエンチと同様にギャップ関

数は振動しながら減衰していく。特に、系がクエンチ後に熱平衡化したとしたらギャップ関数の値はゼロに

漸近するはずなのに、ギャップ関数の値が非ゼロの値にとどまり続ける領域 (非熱的固定点)が存在する。あ

る点 (Vf = Vc2)を超えるとギャップ関数は過減衰の振る舞いを示すようになり、長時間極限でギャップ関

数はゼロに近づく。このときギャップ関数 (すなわち秩序パラメーター)は消えるにも関わらず、超流動成

分に対応する相関関数の非対角要素 (擬スピンの xy成分)は有限の値をとるということが起きる。これも、

長時間で系が熱平衡化せず非平衡特有の相が存在することを意味する。

3.2.3 振動電場による駆動

次に光などの振動電場によって超伝導体が駆動された場合を見てみよう。振動電場E(t)をベクトルポテ

ンシャルA(t) = A0 sinΩt (E(t) = −∂tA(t))によって導入する。振動電場と電子の間の相互作用はゲージ

変換で不変になることを要請すると Peierls位相の形になり、BCSハミルトニアンは時間に依存した以下の

式で与えられる。

HBCS =
∑
kσ

εk−A(t)c
†
kσckσ −

∑
k

(∆(t)c−k↓ck↑ +∆∗(t)c†k↑c
†
−k↓) (3.46)

ここから南部スピノルの運動方程式を求めると時間依存 BdG方程式 (3.21)になるが、hk(t)は

hk(t) =

εk−A(t) −∆∗(t)

−∆(t) −εk+A(t)

 (3.47)

に置き換わる。この物理的な意味は以下の通りである。南部スピノルの第一成分は ↑スピンの電子に、第

二成分は ↓スピンの正孔に対応する。電子と正孔は互いに逆符号の電荷を持っているため、hk の対角要素

に含まれるA(t)の前の符号が (1, 1)成分と (2, 2)成分で逆になっている。超伝導状態においては電子と正

孔が混成し、その強さが hk(t)の非対角成分に表れている。

時間依存BdG方程式からAnderson擬スピンσkに対する運動方程式を導くとやはりBloch方程式 (3.25)

の形になるが、擬スピンに働く有効磁場は

bk(t) = (−∆′(t),−∆′′(t),
εk−A(t) + εk+A(t)

2
) (3.48)

となる。振動電場の効果は有効磁場の z 成分に表れる。bzk(t)はA(t)について偶関数のため、電場に線形

な項は出てこないことがわかる。主要な結合は電場の 2乗の形になっており、GL理論で見たように秩序パ

ラメーターが 2光子吸収のプロセスを介して電場と非線形に結合することと整合する。
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Bloch方程式 (3.25)を電場の 2乗に関して線形化することで、クエンチの問題と同様に運動方程式を解

析的に解くことができる。詳細は省略するが、十分長時間の領域で以下のような結果が得られる [43]。

δ∆(t)

∆A2
0

≃ 1

4VD(εF )

(
1− 2

π3/2
√
∆t

Ω2

Ω2 −∆2
cos(2∆t+

π

4
)

)

+
1

4
(cos 2Ωt− 1)− 1

4VD(εF )


Ω√

∆2−Ω2

cos(2Ωt)

sin−1( Ω
∆ )

(Ω < ∆)

Ω√
Ω2−∆2

cos(2Ωt−φ)√
[cosh−1( Ω

∆ )]2+(
π
2 )

2
(Ω > ∆)

(3.49)

ここで φ = tan−1

(
π/2

cosh−1( Ω
∆ )

)
は位相シフトを表す。

ギャップ関数の平衡値からのずれ δ∆(t)は電場の 2乗 (A2
0)に比例している。式 (3.49)の右辺第一項は相

互作用クエンチの効果を表している。実際、高周波数の極限 (Ω → ∞)を考えると、相互作用パラメーター

を V → V + 1
4A

2
0V のように変化させた時のクエンチの結果 (3.45)と等価になる。一般に振動電場によって

駆動された電子は Floquet状態と呼ばれる電場の衣を着た準粒子に変化する [44]。cos型の分散を持つ単一

バンドの自由電子系では、Floquet状態になると電子のホッピングは Bessel関数の因子 J0(A0) 倍になるこ

とが知られている。ホッピングの大きさが減少するため相対的に引力の大きさが増大し、相互作用をクエン

チした効果に読み替えることができる。

時間が十分経過するとクエンチの寄与は t−1/2 に比例して減衰していく。長時間後に到達する定常状態

においては式 (3.49)の右辺第二項と第三項が生き残り、δ∆(t)は 2Ωの周波数で振動する。特に 2Ω = 2∆

のときに第三項が発散的に増幅し、Higgsモードと振動電場の間で共鳴が起こる。これは GL理論の結果

と定性的に同様である。図 3.3に δ∆(t)の振幅と位相を 2Ω/2∆の関数としてプロットした。2光子吸収で

得られるエネルギー 2Ωが Higgsモードのエネルギー 2∆に近づくにつれて、ギャップ関数の振動の振幅が

|2Ω − 2∆|−1/2 に比例して発散する。GL理論では |2Ω − 2∆|−1 に比例していたので、発散の冪が少し弱

まったことになる。これは、BCS理論では秩序パラメーターだけではなく準粒子が励起される効果も取り込

まれ、Higgsモードが Landau減衰と類似の形で準粒子に緩和することで発散が弱められたと解釈すること

ができる。2Ω振動の位相は共鳴点 (2Ω = 2∆)を境に π/2だけジャンプする。これらの振る舞いは、Higgs

モードが BCS理論においては極ではなく分岐点に対応することを意味する。
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THEORY OF ANDERSON PSEUDOSPIN RESONANCE WITH . . . PHYSICAL REVIEW B 92, 064508 (2015)

In the above, we have replaced the range of integration from∫ ωD

−ωD
to

∫ ∞
−∞, which is allowed in the BCS regime (ωD ≫

"). F (s) can be analytically continued on the complex plane,
where branch cuts B±(δ) = {±2i" ± ire±iδ|r ∈ [0,∞)} with
δ small but nonzero are introduced (Fig. 3).

To obtain δ"(t) with an inverse Laplace transformation, we
need to evaluate a Bromwich integral,

I (t) = 1
2π i

∫ γ+i∞

γ−i∞
ds est &2

s(s2 + 4&2)(s2 + 4"2)F (s)
,

(22)

where γ ∈ R is taken to be larger than any of the real parts
of the poles in the integrand. There are three first-order
poles at s = 0,±2i& and two branching points at s = ±2i"
(Fig. 3) in the integrand, where s = ±2i" corresponds to
the Higgs amplitude mode, while s = ±2i& to the forced

precession of the Anderson pseudospins driven by the elec-
tric field. As one changes &, the poles merge with the
branching points at 2& = 2", which causes a resonance
between the forced pseudospin precession and the Higgs mode.

To make it more explicit, we evaluate the integral (22) by
taking the contour as depicted in Fig. 3, which surrounds the
three poles but avoids the branch cuts. This kind of contour
is often used to calculate similar integrals (see, e.g., Ref. [2]).
We take δ > 0 so that the contours along the branch cuts
B±(δ) do not touch the poles s = ±2i& when & > ". Since
the contributions from infinity vanish, we are left with the
residues of the poles and the line integrals (C± in Fig. 3
and their Hermitian conjugates) along the branch cuts. The
asymptotic behavior of the integrals C± for t → ∞ is evaluated
by the saddle-point method. Finally we end up with long-time
asymptotic forms of the order parameter,

δ"(t)
α1e2A2"

∼ 1
4λ

[
2

π3/2

&2

&2 − "2

1√
"t

cos
(

2"t + π

4

)
− 1

]
+ 1 − cos 2&t

4
+ 1

4λ
×

⎧
⎨

⎩

&√
"2−&2

cos 2&t

sin−1 ( &
" ) , & < ",

&√
&2−"2

cos(2&t−ϕ)√
[cosh−1 ( &

" )]2+( π
2 )2

, & > ",

(23)

where ϕ is the phase shift given by

ϕ = tan−1

(
π/2

cosh−1 (
&
"

)
)

. (24)

The first term in Eq. (23) can be interpreted as the
Higgs amplitude mode induced by an effective change of
the interaction parameter due to the ac field, U → Ueff =
(1 − 1

2α1e
2A2)U [25]. Indeed, it approaches the result for the

interaction-quench problem [26,27] in the limit of & → ∞.
The Higgs mode is amplified by the ac electric field around
2& = 2". The term decays algebraically as t−1/2 [2], which
suggests that the Higgs mode effectively has an infinite lifetime
within the BCS approximation.

In the long-time limit, the constant term and the term oscil-
lating with frequency 2& survive. The constant term in δ"(t)
is proportional to α1(1 − λ−1), which implies, intriguingly,
that we can attain an amplification of superconductivity on
time average when this term is positive. The 2& oscillation
term represents the APR. If we write the last term in Eq. (23)
as 1

4λ
A cos(2&t − ϕ), the amplitude A and the phase shift

ϕ are universal functions that depend only on the ratio
2&/2" (Fig. 4). The amplitude A diverges as |2& − 2"|−1/2

at 2& = 2" (resonance condition). It clearly differs from
the result of the time-dependent GL (8), |2& − 2"|−1. The
reduction of the power from 1 to 1/2 signifies that the Higgs
mode is a bit less stable, where each pseudospin precession
gradually dephases. Physically we can interpret this as coming
from Landau damping; that is, the collective mode decays into
individual quasiparticle excitations even in the collision-less
equation (15). An anomaly is also found in the phase shift ϕ:
for 2& < 2", ϕ is locked to zero; i.e., the 2& oscillation of
the order parameter is in-phase with E(t)2. As soon as 2&
exceeds 2", the ϕ discontinuously jumps to π/2 and starts
to drift (Fig. 4). Along with the order-parameter oscillation,

the pseudospin itself continues to precess around the axis
parallel to σ k(0), with two modes of frequencies ωk and
2& surviving in t → ∞ (the former of which dephases). By
numerically simulating Eq. (15), we also confirmed that APR
generally occurs for finite-temperature initial states and for
pulsed electric fields that contain large enough number of
oscillation cycles.
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FIG. 4. (a) The amplitude A and (b) phase shift ϕ of the 2&

oscillation of the superconducting order parameter δ"(t) [Eq. (23)]
against 2&/2".
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図 3.3: 超伝導ギャップの 2Ω振動の振幅 (a)と位相シフト (b)を 2Ω/2∆の関数でプロットしたもの [43]。

3.2.4 3次高調波の共鳴

Higgsモードの共鳴がカレントにどのような影響があるかを見ておこう。カレント j(t) =
∑

kσ vk−A(t)⟨c†kσckσ⟩

は擬スピンを使って次のように表せる。

j(t) =
∑
k

[vk−A(t) − vk+A(t)]σ
z
k(t)

+
∑
k

[vk−A(t) + vk+A(t)]σ
0
k(t) (3.50)

ここで vk = ∂εk
∂k は群速度、σ

0
k = 1

2 ⟨ψ
†
kτ0ψk⟩は保存量でありA(t)には依存しない。簡単のために 3次元

の立方格子上で tight-binding模型を考えて、分散 εk = −2thop
∑
α cos kαを持つとしよう (thopはホッピン

グパラメーター)。さらにA(t)は (1, 1, 1)方向を向いているとしてA(t) = A(t)(1, 1, 1), j(t) = j(t)(1, 1, 1)

とおく。カレント j(t)をA(t)について 3次まで展開する (j(t) = j(1)(t) + j(3)(t) + O(A5))。線形応答成

分は London方程式 (2.5)と同じ形で与えられる。

j(1)(t) = 2
∑
k

εkσ
z
k(0)A(t) = −KA(t) (3.51)
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ここでK はMeissnerの重みである。3次の非線形成分は

j(3)(t) = 2
∑
k

εkδσ
z
k(t)A(t) +

K

6
A(t)3

=
2

V
∆δ∆(t)A(t) +

K

6
A(t)3 (3.52)

となる。最後の行を得るために εkδσ
z
k(t) = ∆δσxk(t) という関係を使った。GL理論において 3次のカレン

トの成分がAH に比例していた (式 (2.30)を参照)のと同様に j(3)(t)の初項が δ∆(t)に比例しているので、

2Ω = 2∆においてHiggsモードの共鳴が起こるとその振幅は |2Ω− 2∆|−1/2に比例して発散的に増大する。

この現象は、超伝導体 NbNに対してテラヘルツ光を照射して透過光を測定をすることで実験的に観測され

ている [27]。

発散の冪の違いを除いて GL理論と定性的に同じ結果が得られるので、これでめでたしと言いたいとこ

ろだが、実は話はまだ終わらない。上の議論では立方格子を例にとり、光の電場が (1, 1, 1)方向に偏光して

いることを仮定したが、違う偏光方向を考えたり別の格子構造を考えたりするとカレントの 3次成分は式

(3.52)のように δ∆(t)だけを用いた形には書けない。一般にカレントの非線形成分には秩序パラメーターの

振幅の変化 δ∆(t)以外に、Cooper対破壊による個別の準粒子励起の寄与も含まれる。準粒子励起は Higgs

モードと同じギャップ 2∆を持ち 2光子吸収で活性のため、2Ω = 2∆に 3次高調波の共鳴を引き起こす。さ

らに、一般の格子構造や偏光方向を考えると、3次高調波の共鳴に対して準粒子励起の方がHiggsモードよ

り圧倒的に大きな寄与を与えるということが指摘された [45]。

それでは実験で観測された 3次高調波の共鳴は準粒子励起の寄与によって支配されているのだろうか？

準粒子励起の寄与が支配的だとすると、3次高調波の強度は光の偏光方向に大きく依存するはずである。準

粒子は結晶中で非等方的な分散関係を持っているためである。一方でHiggsモード由来だとすると、3次高

調波の強度は偏光方向に依らず等方的になる。実際に実験で 3次高調波の偏光方向依存性を測ると、その

強度はほとんど偏光方向には依らないという結果が得られた [46]。ここで理論と実験の間の齟齬が露わに

なった。

この問題は不純物効果を考えることによって解決される [5]。電子と光の間の相互作用は常磁性結合 (p ·A

型)と反磁性結合 (A2 型)に分けることができる。不純物がない clean極限では常磁性結合はなくなり、反

磁性結合のみからくる Higgsモードの寄与は準粒子に対して大きく抑制される。一方、不純物が存在する

場合は常磁性結合からくる準粒子、Higgsモードの寄与が増加し、第一原理計算とモデル計算を組み合わせ

た方法によって超伝導体 NbNについては 3次高調波の共鳴は主に Higgsモードが担っていることがわかっ
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ている [47]。

それでは他の超伝導体の場合はどうだろうか？不純物があるときに、何が Higgsモードと準粒子の寄与

の比率を決めているのだろうか？物質の詳細に依らない普遍的な法則はあるのだろうか？これらの問いに

対しては未だに満足な答えが得られていない。物質ごとにケースバイケースで数値計算をするだけでなく、

解析的に 3次高調波の感受率を評価をすることが望まれるが、将来課題になっている。

35



36

第4章 量子多体傷跡状態と非平衡超伝導

非平衡状態において超伝導を誘起することを考える時には、熱化の問題を避けて通ることはできない。一

般的な量子多体系のハミルトニアンを考えると、その固有状態は物理量の期待値を見る限りにおいては熱

平衡状態と区別できないと期待されており、固有状態熱化仮説と呼ばれている [48, 49, 50]。これが正しい

とすると、どんな励起状態を作ったとしてもいずれは熱平衡化してしまい、温度が上昇するだけで超伝導相

関は抑えられる方向に向かう。長時間経っても熱平衡化せずに超伝導相関を保つような非平衡定常状態を作

ることはできないだろうか？

近年、非可積分なハミルトニアンにも関わらずその固有状態の中に熱平衡状態とは異なる非熱的な状態

が存在する場合があることが見つかってきている [51, 52, 53, 54]。古典的なカオス系で見られる例外的な周

期軌道との類似から量子多体傷跡状態と呼ばれている。その中には超伝導相関を示すものがあることが知

られており、非平衡特有の超伝導状態が可能になる。ここではそれらのいくつかの例を紹介したい。

超伝導状態以外では、量子多体傷跡状態を持つ模型の代表例として以下が挙げられる。

• PXP模型 [53, 55, 56]

HPXP =
∑
j

Pj−1XjPj+1 (4.1)

ただし Xj = σxj , Pj = (1 − σzj )/2, σ
x
j , σ

y
j はサイト j に作用する Pauli行列 (スピン 1

2 の演算子)で

ある。

• AKLT模型 [57, 58]

HAKLT =
∑
j

Sj · Sj+1 +
1

3

∑
j

(Sj · Sj+1)
2 (4.2)

ただし Sj = (Sxj , S
y
j , S

z
j )はサイト j に作用するスピン 1の演算子。

• Spin-1 XY模型 [59]

HXY = J
∑
⟨ij⟩

(Sxi S
x
j + Syi S

y
j ) + h

∑
j

Szj +D
∑
j

(Szj )
2 (4.3)
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ただし Sxj , S
y
j , S

z
j はサイト j に作用するスピン 1の演算子。

4.1 ηペアリング超伝導

4.1.1 Hubbard模型と対称性

格子上で相互作用するフェルミオンの典型的なモデルである Hubbard模型を考えよう。ハミルトニアン

は以下で与えられる。

H = −thop
∑
⟨ij⟩σ

(c†iσcjσ + h.c.) + U
∑
i

ni↑ni↓ (4.4)

thop, U はそれぞれホッピング、相互作用パラメーターである。格子構造としては、d次元の立方格子を考え

る。⟨ij⟩は最近接サイトのペアを表す。このモデルは 1次元では可積分であるが、2次元以上では非可積分

であると考えられている。

ハミルトニアン (4.4)は粒子数保存に関する U(1)対称性とスピンの回転に関する SU(2)対称性を持って

いる。実はそれ以外に隠れた連続対称性が存在する。それを見るために η演算子を導入する [60]。

η+ =
∑
j

eiQ·Rjc†j↑c
†
j↓ (4.5)

η− =
∑
j

eiQ·Rjcj↓cj↑ (4.6)

ηz =
1

2

∑
j

(nj↑ + nj↓ − 1) (4.7)

ここでQ = (π, π, · · · )、Rjはサイト jの位置を表す。eiQ·Rj = ±1 (サイト一つおきに符号が反転する)とな

るので eiQ·Rj = e−iQ·Rj であることに注意する。スピン演算子と同様に x, y成分を ηx = (η++η−)/2, ηy =

(η+ − η−)/(2i)で定義する。η演算子は SU(2)代数を満たす。

[ηα, ηβ ] = iεαβγη
γ (α, β, γ = x, y, z) (4.8)

Hubbard模型のハミルトニアンと η演算子の間には次の交換関係が成り立つ。

[H − U

2

∑
jσ

njσ, η
α] = 0 (α = x, y, z) (4.9)

すなわち化学ポテンシャルが µ = U
2 (half filling)のHubbard模型は η SU(2)対称性を持つ。それ以外の化

学ポテンシャルの場合も粒子数を固定したセクターを考えればハミルトニアンと η演算子は交換するため、

やはり η SU(2)対称性を持つとしてよい。

37



第 4 章 量子多体傷跡状態と非平衡超伝導 4.1. ηペアリング超伝導

交換関係 (4.9) は直接計算して確かめることができる 1 が、次のように説明することもできる。まず、

Hubbard模型はスピンの回転に関する SU(2)対称性を持っている。

[H − U

2

∑
jσ

njσ, S
α] = 0 (α = x, y, z) (4.10)

後の便利のために化学ポテンシャル µ = U
2 の項を含めておく。ここで斯波変換を次のように定義する。

V cj↑V
† = cj↑ (4.11)

V cj↓V
† = eiQ·Rjc†j↓ (4.12)

これはユニタリー変換の一種であり、下向きスピンの粒子だけを粒子正孔変換している。この変換によって

Hubbard模型のハミルトニアンH = H(U)は

V

H(U)− U

2

∑
jσ

njσ

V † = H(−U) +
U

2

∑
jσ

njσ − U

2
L (4.13)

と変換される。ここで Lはサイト数を表す定数である。すなわち斯波変換によって Hubbard模型は (定数

項を除いて)相互作用パラメーターの符号が変わるのみで、その形は保たれる。一方、斯波変換によってス

ピン演算子は ηスピン演算子に変化する。

V SαV † = ηα (α = x, y, z) (4.14)

このことから、斯波変換を用いてH とスピンの交換関係を ηスピンの交換関係にうつすことができる。

0 = V [H(U)− U

2

∑
jσ

njσ, S
α]V † = [H(−U) +

U

2

∑
jσ

njσ, η
α] (4.15)

−U を改めて U と置き直せば、交換関係 (4.9)を得ることができる。

η SU(2)は粒子数保存に関する U(1)対称性を含んでいる。また、ηスピンの演算子とスピンの演算子は

互いに可換である ([Sα, ηβ ] = 0 (α, β = x, y, z))。ηスピンとスピンの対称性を合わせれば、Hubbard模型

は全体として SO(4) ≃ (SU(2)× SU(2))/Z2 の対称性を持つ [61]。ここで Z2 で割ったのは、Sz と ηz の量

子数の間に関係があるため SU(2)× SU(2)の表現のうち半分だけが実現できるためである 2。
1Hkin = −thop

∑
⟨ij⟩σ(c

†
iσcjσ+h.c.), Hint = U

∑
i ni↑ni↓ とおくと、[Hkin, η

+] =
∑

k c
†
Q−k↑c

†
k↓(ϵk+ϵQ−k), [Hint, η

+] =

Uη+, [
∑

iσ niσ, η
+] = 2η+ が成り立つ。ここで ϵk = −2thop

∑d
α=1 cos kα は 1 粒子の分散関係を表す。Q = (π, π, . . . ) のとき

ϵQ−k = −ϵk であることに注意すると、[Hkin+Hint− U
2

∑
iσ niσ , η

+] = 0がいえる。η− についても同様である。ηz = 1
2
(N −L)

であり、粒子数は保存するので [H, ηz ] = 0 である。
2Sz + ηz =

∑
j(nj↑ − 1/2) = N↑ − L/2 (N↑ は上向きスピンの数) であるため、例えばサイト数 L が偶数のときスピンと η ス

ピンの z 成分の量子数の和は必ず整数値をとる。すなわち SU(2)× SU(2)の表現のうち Hubbard模型で実現できるのはその半分と

いうことになる。
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次に ηペアリング状態を

|ψN ⟩ = 1

NN
(η+)N/2|0⟩ (4.16)

と定義する [60]。ここで |0⟩は真空であり、Nは粒子数、NN = (N2 )!
√(

L
N/2

)
は規格化定数である (⟨ψN |ψN ⟩ =

1)。ηペアリング状態は、ηスピンの大きさ η2 = (ηx)2 + (ηy)2 + (ηz)2とその z成分 ηz について次の値を

もつ。

η2|ψN ⟩ = L

2

(
L

2
+ 1

)
|ψN ⟩ (4.17)

ηz|ψN ⟩ = 1

2
(N − L)|ψN ⟩ (4.18)

各サイトに ηスピン 1
2 が並んでいるので、合成すると ηスピンは最大で L

2 となる。ηペアリング状態 |ψN ⟩

(4.16)は、この最大の ηスピンを持つ状態ということになる (ηスピンの強磁性状態)。

交換関係 (4.9)より、

(H − U

2

∑
jσ

njσ)|ψN ⟩ = 1

NN
(η+)N/2(H − U

2

∑
jσ

njσ)|0⟩ = 0 (4.19)

が成り立つことがわかる。|ψN ⟩は粒子数演算子N =
∑
jσ njσ の固有状態のため、ηペアリング状態 (4.16)

は厳密な固有状態になる。

H|ψN ⟩ = 1

2
NU |ψN ⟩ (4.20)

その固有値は一般に基底状態のエネルギーよりもはるかに高いため、ηペアリング状態は高エネルギー領域

に存在する励起状態ということになる。関係式 (4.20)は任意の d次元において成り立つ。このことは、2次

元以上において Hubbard模型の基底状態が厳密に求まっていないことと対照的である。ηペアリング状態

が Hubbard模型の厳密な固有状態であることは 1989年に C. N. Yangによって指摘された [60]。

4.1.2 非対角長距離秩序

物理的には ηペアリング状態は、重心運動量Qを持った Cooper対が凝縮した状態とみなすことができ

る。η+ の定義 (4.5)を見ると、位相因子 eiQ·Rj を持ったダブロンが生成されていることからわかる。ηペ

アリング状態 (4.16)が超伝導相関を示すことは、非対角長距離秩序を持つことから従う。超伝導相関関数
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は以下のように厳密に評価することができる。各サイトでの η演算子を以下のように定義する。

η+j = eiQ·Rjc†j↑c
†
j↓ (4.21)

η−j = eiQ·Rjcj↓cj↑ (4.22)

ηzj =
1

2
(nj↑ + nj↓ − 1) (4.23)

内積 ηi · ηj が η SU(2)の回転で不変であることから、

⟨ψN |ηi · ηj |ψN ⟩ = 1

NN
⟨ψN |(η+)N/2ηi · ηj |0⟩ =

1

NN
⟨ψN |(η+)N/2

(
−1

2

)2

|0⟩ = 1

4
(i ̸= j) (4.24)

が成り立つ。超伝導相関は ηi · ηj の xy成分に対応するため、z成分の相関を差し引くことを考える。ηzi η
z
j

はサイト iと j における粒子数で決まる。ηペアリング状態 |ψN ⟩は

|ψN ⟩ = 1

NN

∑
j1,··· ,jN/2

e
iQ·(Rj1

+···+RjN/2
)
c†j1↑c

†
j1↓ · · · c

†
jN/2↑c

†
jN/2↓|0⟩ (4.25)

のようにあらわに書ける。この和の中で、サイト iと j にペアがいる項は
(
L−2
N/2−2

)
個、iにペアがいるが j

にはいない項は
(
L−2
N/2−1

)
個、j にペアがいるが iにはいない項は

(
L−2
N/2−1

)
個、iにも j にもペアがいない項

は
(
L−2
N/2

)
個存在する。ηzj はサイト j にペアがいるときに + 1

2、いないときに − 1
2 の値を取ることに注意す

ると、ηz の相関は

⟨ψN |ηzi ηzj |ψN ⟩ = 1(
L
N/2

) [1
4

(
L− 2

N/2− 2

)
− 1

2

(
L− 2

N/2− 1

)
+

1

4

(
L− 2

N/2

)]
=

1

4
− N(2L−N)

4L(L− 1)
(4.26)

と評価される。よって xy成分の相関は

⟨ψN |1
2
(η+i η

−
j + η−i η

+
j )|ψN ⟩ = N(2L−N)

4L(L− 1)
(4.27)

で与えられる。η±j の定義 (4.21), (4.22)を代入すると、超伝導相関関数について以下の結果を得ることがで

きる [60]。

1

2
⟨ψN |(c†i↑c

†
i↓cj↓cj↑ + c†j↑c

†
j↓ci↓ci↑)|ψN ⟩ = eiQ·(Ri−Rj)

N(2L−N)

4L(L− 1)
(4.28)

ここで Lはサイトの数を表す。ペアの密度 (N/2)/L = ν を固定して熱力学極限 (N,L→ ∞)をとると、

1

2
⟨ψN |(c†i↑c

†
i↓cj↓cj↑ + c†j↑c

†
j↓ci↓ci↑)|ψN ⟩ → eiQ·(Ri−Rj)ν(1− ν) (4.29)

を得る。長距離極限 (|Ri −Rj | → ∞)において非対角長距離秩序の大きさは有限の値をとる。またその値

は ν = 1
2 (half filling)の時に最大値 1

4 をとる。

40



第 4 章 量子多体傷跡状態と非平衡超伝導 4.1. ηペアリング超伝導

非対角長距離秩序 (4.28)は 2粒子密度行列 (ρ2)iσ1jσ2,kσ3lσ4 = Tr(ρ c†jσ2
c†iσ1

ckσ3clσ4)の非対角成分に対応

する。2粒子密度行列の最大固有値が Cooper対の凝縮の有無と関係する [62]。2粒子密度行列の最大固有

値 Λ2 には上限

Λ2 ≤ N(2L−N + 2)

2L
(4.30)

が存在することが知られている [62]。この不等式により、2粒子密度行列の固有値は最大でO(N)になるこ

とがわかる。これは、Cooper対が Bose-Einstein凝縮できることを表している 3。付録 C に (4.30)の証明

を載せた。実は η ペアリング状態はこの上限を達成していることがわかり [64]、その意味で η ペアリング

状態は最も大きな凝縮度を示す状態といえる。

4.1.3 エンタングルメントエントロピー

ηペアリング状態がどれくらい熱平衡状態からかけ離れているかは、その状態が持つエンタングルメント

(量子もつれ) を見ることで測ることができる。エンタングルメントはエンタングルメントエントロピーに

よって評価することができる。そのために、系を二つの部分系 Aと Bに分けることを考えよう。全系の密

度行列 ρに対して部分系 Aの縮約密度行列を ρA = TrBρと定義する。ここで TrB は部分系 Bに関して部

分トレースをとることを意味する。部分系 Aのエンタングルメントエントロピー SAは、縮約密度行列 ρB

の von Neumannエントロピーで与えられる: SA = −TrA(ρA log ρA)。SA = SB という対称性が成り立っ

ている。固有状態熱化仮説によれば、エネルギースペクトルの端付近にある状態を除くエネルギー固有状態

ρ = |ψ⟩⟨ψ|に対して、エンタングルメントエントロピーは部分系の体積に比例すると期待される (体積則:

SA ∝ LA、LAは部分系 Aのサイト数)。これは、固有状態 ρ = |ψ⟩⟨ψ|が対応する熱平衡状態とマクロに見

て区別できないとすると、エンタングルメントエントロピーは部分系の熱力学エントロピーと等価である

と考えることができ、熱力学エントロピーは示量変数であるため体積に比例することから理解できる。も

しある固有状態に対してエンタングルメントエントロピーが体積則に従わなければ、固有状態熱化仮説が

成り立っていないことを示しており、その固有状態はマクロに見ても熱平衡状態とは異なるものであるとい

える。

3ボソン系の 1粒子密度行列 (ρb1)ij = Tr(b†i bjρ)について、最大固有値 Λb
1 が O(N)になることが Bose-Einstein凝縮の一般的な

定義である [63]。ちなみに不等式 Λb
1 ≤ N が常に成り立つ。また、フェルミオン系では 1粒子密度行列 (ρ1)iσ1,jσ2 = Tr(ρc†iσ1

cjσ2 )

の最大固有値 Λ1 について Λ1 ≤ 1 が成り立つ。これは Pauli の排他律からの直接的な帰結である。
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それでは ηペアリング状態のエンタングルメントエントロピーを評価しよう。ここでの議論は [65]に従っ

た。まず Goursatの公式 4 を用いて |ψN ⟩ (4.16)を複素積分で表示する。

|ψN ⟩ =
(N2 )!

NN

∮
C

dz

2πi

1

z
N
2 +1

ezη
+

|0⟩ (4.31)

ここで C は原点を囲む経路である。全系の密度行列は

ρ = |ψN ⟩⟨ψN | =
((N2 )!)

2

N 2
N

∮
C

dz1
2πi

∮
C

dz2
2πi

1

(z1z2)
N
2 +1

ez1η
+

|0⟩⟨0|ez2η
−

(4.32)

である。全系を部分系 Aと B に分けて η+ = η+A + η+B とかく。ただし η+A =
∑
j∈A e

iQ·Rjc†j↑c
†
j↓、η

+
B につ

いても同様である。すると、

ez1η
+

|0⟩⟨0|ez2η
−
= ez1η

+
A |0A⟩⟨0A|ez2η

−
A ⊗ ez1η

+
B |0B⟩⟨0B |ez2η

−
B

= ez1η
+
A |0A⟩⟨0A|ez2η

−
A ⊗ ez1

∑
j∈B eiQ·Rj c†j↑c

†
j↓ |0B⟩⟨0B|ez2

∑
k∈B eiQ·Rk ck↓ck↑

= ez1η
+
A |0A⟩⟨0A|ez2η

−
A ⊗

∏
j∈B

(
1 + z1e

iQ·Rjc†j↑c
†
j↓

)
|0B⟩⟨0B |

∏
k∈B

(
1 + z2e

iQ·Rkck↓ck↑
)

(4.33)

と表せる。ここで |0A⟩, |0B⟩はそれぞれ部分系 Aと B の真空状態であり、ペアが同じサイトに 2個以上占

有することはできないことを使った。部分系 B についてトレースをとると、

TrB
∏
j∈B

(
1 + z1e

iQ·Rjc†j↑c
†
j↓

)
|0B⟩⟨0B|

∏
k∈B

(
1 + z2e

iQ·Rkck↓ck↑
)

= TrB
∏
j∈B

(
|0⟩j + z1e

iQ·Rj |↑↓⟩j
) (

⟨0|j + z2e
iQ·Rj ⟨↑↓|j

)
= (1 + z1z2)

LB (4.34)

を得る。ただし |0⟩j , |↑↓⟩j はそれぞれサイト jにペアがいない状態といる状態を表し、LB は部分系Bのサ

イト数を表す。このことを使うと、部分系 Aの縮約密度行列 ρA は次のように評価できる。

ρA = TrB |ψN ⟩⟨ψN |

=
((N2 )!)

2

N 2
N

∮
C

dz1
2πi

∮
C

dz2
2πi

(1 + z1z2)
LB

(z1z2)
N
2 +1

ez1η
+
A |0A⟩⟨0A|ez2η

−
A

=
((N2 )!)

2

N 2
N

∮
C

dz1
2πi

∮
C

dz2
2πi

LB∑
l=0

(
LB
l

)
1

(z1z2)
N
2 −l+1

ez1η
+
A |0A⟩⟨0A|ez2η

−
A

=
((N2 )!)

2

N 2
N

min{LB ,
N
2 }∑

l=0

(
LB
l

)
1

(N2 − l)!

(
η+A
)N

2 −l |0A⟩
1

(N2 − l)!
⟨0A|

(
η−A
)N

2 −l

=
((N2 )!)

2

N 2
N

min{LB ,
N
2 }∑

l=0

(
LB
l

)
(NA

N−2l)
2

((N2 − l)!)2
|ψAN−2l⟩⟨ψAN−2l| (4.35)

4z0 を囲む経路 C について、f(z) が C 内で正則なとき n!
∮
C

dz
2πi

f(z)

(z−z0)n+1 = f (n)(z0) (n = 0, 1, 2, . . . ) が成り立つ。
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ここで |ψAN ⟩は部分系A上で定義された規格化された ηペアリング状態であり、NA
N はその規格化定数であ

る。ちょうど ρA は対角化された形で表されている。

ρA =

min{LB ,
N
2 }∑

l=0

λl|l⟩⟨l| (4.36)

ただし |l⟩ = |ψAN−2l⟩とおいた。固有値 λl は

λl =

(
LB
l

)(
LA
N
2 − l

)
(
L
N
2

) (4.37)

で与えられる。二項係数に関する Vandermondeの畳み込み 5を使うと
∑
l λl = 1であることが確かめられ

る。固有値 λl (4.37)は、ちょうど部分系 B にペアを l個並べて部分系 Aにペアを N
2 − l個並べる場合の

数を全系にペアを N
2 個並べる場合の数で割ったものに対応している。固有値の組 {λ0, λ1, λ2, . . . }はエン

タングルメントスペクトルと呼ばれる。λl を確率分布 (P (X = l) = λl)とみなせば、その分布は超幾何分

布と呼ばれる 6。エンタングルメントエントロピーは

SA = −
min{LB ,

N
2 }∑

l=0

λl log λl (4.38)

と求まる。

熱力学極限におけるエンタングルメントエントロピーの振る舞いを見てみよう。超幾何分布P (X = l) = λl

は、平均が

l∗ =
LBN

2L
(4.39)

であり、分散が

κ =
N

2

LB
L

LA
L

L− N
2

L− 1
(4.40)

で与えられる。LA/L,LB/L, (N/2)/Lを固定して L→ ∞とすると、超幾何分布は平均が l∗、分散が κの

正規分布に漸近する。すなわち

λl ≈
1√
2πκ

e−
(l−l∗)2

2κ (4.41)

5恒等式
∑min{r,m}

l=0

(m
l

)( n
r−l

)
=

(m+n
r

)
のこと。

6超幾何分布の母関数を f(z) =
∑

l λlz
l と定義すると、f(z) は超幾何関数 2F1(a, b, ; c; z) を用いて f(z) =(

LA
N/2

)
(

L
N/2

) 2F1(−LB ,−N
2
;LA − N

2
+ 1; z) と表せる。このことから超幾何分布の名前がある。
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となる。Lを大きくしていくと、分布は l = l∗ を中心に鋭く突き立った形になる。エンタングルメントエ

ントロピーは

SA ≈ −
∫
dx

1√
2π
e−

1
2 (x−l∗/

√
κ)2 log

(
1√
2πκ

e−
1
2 (x−l∗/

√
κ)2
)

(x =
l√
κ
)

=
1

2
(1 + log(2πκ)) (4.42)

と評価される。ペアの fillingを ν = N/2
L とおくと、

SA ≈ 1

2

(
1 + log

(
2πν(1− ν)

LALB
L

))
(4.43)

を得る。部分系 Aのエンタングルメントエントロピーはその体積 LAではなく、体積の対数 logLAにおよ

そ比例することがわかる。この結果は系の次元によらず、さらに部分系 Aと Bの分け方にもよらないこと

に注意しよう。

このように η ペアリング状態は非可積分系のエネルギー固有状態であるにも関わらず、熱平衡状態から

かけ離れた性質を持つ非熱的状態である。これは量子多体傷跡状態と似ているが、厳密には区別されるこ

とがある。量子多体傷跡状態というときには、ヒルベルト空間を系の対称性からくる量子数でラベル付け

された部分空間に分けたときに、非熱的状態が属する部分空間に十分に多くの熱的状態が存在しているこ

とが前提になる。ηペアリング状態は ηスピンに関する強磁性状態に対応するので、ηペアリング状態の属

する部分空間には ηペアリング状態しかない。その意味で ηペアリング状態は「本当の」量子多体傷跡状

態とはいえないが、ハミルトニアンを変形するなどして量子多体傷跡状態にすることもできる [66]。

4.2 非従来型超伝導ペアリングへの拡張

前節で述べたYangの ηペアリング状態はスピンがシングレットで軌道が s波のペアリング対称性を持っ

ている。これを他のペアリング対称性に拡張することはできるだろうか？平衡状態では実現できないような

非平衡特有の超伝導固有状態が他に存在するだろうか？最近の研究で、非可積分なハミルトニアンを持つ系

で非従来型のペアリング対称性 (スピンがトリプレットや軌道が p波、d波など) を持ったエネルギー固有

状態を厳密に構成する方法が知られてきている [67, 68]。それらについて紹介しよう。
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4.2.1 スピンレス ηペアリング状態

まず 1次元のスピンレスフェルミオンの模型を考えよう。スピン自由度を持たないフェルミオンというの

は一見するとスピンと統計性の関係に反するように見えるが、磁場がかかっていて全てのフェルミオンのス

ピンが一方向を向いて (例えば上向きに)固まっていると考えることもできる。そのようなスピンレスフェ

ルミオンがペアを組んで凝縮する状況を考えてみる。スピン自由度を持たない (あるいは同じスピンを持っ

た)2個のフェルミオンは Pauliの排他律により同じサイトを占有することはできないので、ペアは異なる

サイトの間で組むことになる。前節の ηペアリング状態 (4.16)を参考にして、隣り合うサイトでペアを作

る次のような演算子を導入する。

η+sl =
∑
j

eiQjc†jc
†
j+1 (4.44)

ここでQ = π、c†j はスピンレスフェルミオンをサイト jに生成する演算子である。位相因子 eiQj は ηペア

リング状態 (4.16)の eiQ·Rj に対応するものであり、ペアが重心運動量Q = πを持っていることを表す。ス

ピンレス ηペアリング状態を

|ΨNsl ⟩ =
1

NN
sl

(η+sl )
N/2|0⟩ (4.45)

と定義しよう。ここでN はフェルミオンの粒子数 (ただし偶数であると仮定する)、NN
sl は規格化因子であ

り ⟨Ψsl|Ψsl⟩ = 1 となるように決めている (NN
sl =

√
(N2 )!

L(L−N
2 −1)!

(L−N)! )。

4.2.2 ペアリングの対称性

このようにして定義されたペアリング状態の対称性を確認しておく。サイトを中心とした反転操作の演

算子を P とおくと、

P−1η+slP =
∑
j

(−1)jc†−jc
†
−j−1

=
∑
k

(−1)−kc†kc
†
k−1 (k = −j)

=
∑
k

(−1)lc†l c
†
l+1 (l = k − 1)

= η+sl (4.46)
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が成り立つ。η+el によって生成されるペアはパリティが偶の対称性を持っていることがわかる (その量子数

も P と書くことにすると P = +1)。あるいは s波の軌道の対称性を持っているということもできる。一方

スピンについてはスピンレスフェルミオンであるために、ペアの 2粒子のスピンの入れ換え操作 (対応する

演算子を S とおく) に関して偶の対称性を持っている (その量子数も S と書いて S = +1)。あるいはスピ

ントリプレットの対称性を持っているとも言える。式 (4.44)で生成されるペアは s波でスピントリプレッ

トという聞きなれない対称性を持っている。一般にフェルミオン同士は反交換するため、P × S = −1と

なっているはずである。例えば s波でスピンシングレット (P = +1,S = −1)、p波でスピントリプレット

(P = −1,S = +1)のペア対称性がよくある例である。フェルミオンの反交換関係と整合するようにするた

めには、どのように考えればよいだろうか？

実は、ペアを構成するフェルミオンは軌道とスピンだけでなく副格子の自由度も持っていると考えること

ができる。副格子の偶奇性を反映する演算子 Λを次のように定義する。

Λ−1cjΛ =


+cj (Rj ∈ A)

−cj (Rj ∈ B)

(4.47)

スピンレス ηペアリング演算子 (4.44)に対しては

Λ−1η+slΛ = −η+sl (4.48)

となる。これは、ペアを作っている 2粒子が異なる副格子上にいることを意味する (その量子数も Λと書い

て Λ = −1)。この場合は、1サイトだけ並進させることでペアを作る 2粒子の副格子を入れ換えることがで

きる。1次元鎖に沿った x方向に 1サイトだけ並進させる演算子を Tx とおくと、η+sl への作用は

T −1
x η+slTx = eiQη+sl (4.49)

となる。よって副格子を入れ換えたときの位相の変化はペアの重心運動量 Q = π を用いて eiQ = −1と

なり、副格子の入れ換えに関して奇の対称性を持っていることがわかる。もし Λ = +1であれば、ペアを

作っている 2粒子が同じ副格子にいることになるので、ペアを作る 2粒子の副格子を入れ換えても符号は

変わらない。両方の場合を合わせて、副格子を入れ換えに対して符号の変化は 1+Λ
2 + eiQ 1−Λ

2 と表すこと

ができる。ペアの 2粒子を入れ換えるということは、粒子の持つ軌道、スピン、副格子の自由度を同時に

入れ換えることに対応するから、それらの量子数が PS( 1+Λ
2 + eiQ 1−Λ

2 ) = −1という関係を満たしていれ

ばよい。この関係はすぐ後で見るようにQ = 0の場合にも適用できる。スピンレス ηペア (4.44)の場合は
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P = +1,S = +1,Λ = −1, Q = πとなり、フェルミオンの反交換関係と整合している。また、Yangの ηペ

アリング状態の場合 (4.16)は P = +1,S = −1,Λ = +1, Q = π であり、s波、スピンシングレット、副格

子が偶の対称性を持っている。

これらの考察は、より一般のペアリング状態に拡張することができる。格子構造は d次元の立方格子を考

えよう。サイト中心の反転対称性があることに注意する。2粒子間が aだけ離れたペアを生成する演算子を

B+
a,Q,σ1σ2

=
∑
j

fQ(Rj)c
†
Rj ,σ1

c†Rj+a,σ2
(4.50)

と定義する。ここで

fQ(Rj) =


+1 (Rj ∈ A)

eiQ (Rj ∈ B)

(4.51)

とおいた。ただし Q = 0, π である。Yangの η 演算子 (4.5)は η+ = B+
0,π,↑↓、スピンレス η 演算子 (4.44)

は η+sl = B+
ex,π,σσ と書くことができる (ex は 1次元鎖に沿った x方向の単位ベクトル)。B+

a,Q,σ1σ2
に対す

る P,S,Λ, Tx の作用はそれぞれ

P−1B+
a,Q,σ1σ2

P = B+
−a,Q,σ1σ2

(4.52)

S−1B+
a,Q,σ1σ2

S = B+
a,Q,σ2σ1

(4.53)

Λ−1B+
a,Q,σ1σ2

Λ =


+B+

a,σ1σ2
(Rj とRj − aが同じ副格子に属する)

−B+
a,σ1σ2

(Rj とRj − aが異なる副格子に属する)

(4.54)

T −1
x B+

a,Q,σ1σ2
Tx = eiQB+

a,Q,σ1σ2
(4.55)

で与えられる 7。一方で、(4.50)でフェルミオンの演算子を交換すると

B+
a,Q,σ1σ2

=


−B+

−a,Q,σ2σ1
[fQ(Rj − a) = +fQ(Rj)]

+B+
−a,Q,σ2σ1

[fQ(Rj − a) = −fQ(Rj)]

(4.56)

が成り立つことがわかる。このことから、Q = 0のときは

(PS)−1B+
a,σ1σ2

(PS) = −B+
a,σ1σ2

(4.57)

7S については正確には 2 粒子の空間、もしくは 2 粒子縮約密度行列の表現に作用する演算子と考えた方がよい。
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表 4.1: 様々な軌道、スピン、副格子の対称性を持った ηペアリング状態の分類 [68]。NN、NNNはそれぞ

れ最近接 (nearest-neighbor)、次近接 (next-nearest-neighbor)のペアを表す。

Type of pairs Lattice structure Q Orbital Parity (P) Spin (S) Sublattice (Λ)

On-site pairs 1D chain, square, cubic π s wave Even Singlet Even

NN pairs 1D chain π s wave Even Triplet Odd

π p wave Odd Singlet Odd

Square π s wave Even Triplet Odd

π px, py wave Odd Singlet Odd

π dx2−y2 wave Even Triplet Odd

NNN pairs Square π dxy wave Even Singlet Even

が成り立ち、Q = πのときは

(PSΛ)−1B+
a,σ1σ2

(PSΛ) = −B+
a,σ1σ2

(4.58)

が成り立つことがわかる。両方の場合を合わせると、

(PS( 1+e
iQ

2 + 1−eiQ
2 Λ))−1B+

a,σ1σ2
(PS( 1+e

iQ

2 + 1−eiQ
2 Λ)) = −B+

a,σ1σ2
(4.59)

と書くことができる。量子数の間には

PS
(
1 + eiQ

2
+

1− eiQ

2
Λ

)
= 1 (4.60)

という関係がある。Q = πの場合は量子数の間の関係はより簡単に PSΛ = −1と書ける。本稿ではQ = π

の場合を一般に ηペアリング状態と呼ぶことにする。

この関係を使うと、例えば軌道が p波でスピンシングレットで副格子が奇の対称性を持った状態や、軌道

が d波でスピントリプレットで副格子が奇の対称性を持った ηペアリング状態が存在し得ることがわかる。

表 4.1に様々な軌道、スピン、副格子の対称性を持った ηペアリング状態の分類を示した。一行目が Yang

の ηペアリング状態 (4.16)、二行目がスピンレス ηペアリング状態 (4.45)に対応している。

さて、スピンレス ηペアリング状態 (4.45)の性質をいくつか見ていこう。最近接ペアの超伝導相関関数

を以下のように定義する。

Cij = ⟨ΨNsl |c
†
i c

†
i+1cj+1cj |ΨNsl ⟩ (4.61)
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iと j は十分離れているとする。また、系のサイト数を Lとする。

まずペアが一つ (N = 2)の場合を考える。c†i c
†
i+1cj+1cj を作用させると (j, j + 1)にペアがいる場合はペ

アが (i, i+ 1)の位置に移動する。

c†i c
†
i+1cj+1cj | ◦ ◦ · · · ◦ •

j
•
j+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ = | ◦ ◦ · · · ◦ •
i
•
i+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ (4.62)

|ΨNsl ⟩のうち、ペアが (j, j+1)にいる場合は 1通りある。よって ⟨ΨNsl |c
†
i c

†
i+1cj+1cj |ΨNsl ⟩ = 1×eiθij/(NN=2

sl )2

である。eiθij は i, j に依存する位相因子であり eiθij = (−1)i+j である。

次にペアが二つ (N = 4)の場合を考える。ペアのうち一つが (j, j +1)にいて、残りのペアが (i, i+1)に

いない場合が相関関数に寄与する。

| ◦ ◦ · · · ◦ ◦
i
◦
i+1

◦ · · · ◦ • • ◦ · · · ◦ •
j

•
j+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ (4.63)

ペアのうちの一つを (j, j + 1)に固定する。残りのペアを •• = ⊚とおくと、

| ◦ ◦ · · · ◦ ◦
i
◦
i+1

◦ · · · ◦⊚ ◦ · · · ◦ •
j

•
j+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ (4.64)

ペアの並び方は、区別できる⊚が 1個と区別できない ◦がL−6個の並びかえなので、(L−6+1)!/(L−6)! =

L− 5通りある。しかし、これは数え過ぎであり、

| ◦ ◦ · · · ◦ • ◦
i
◦
i+1

• ◦ · · · ◦ •
j

•
j+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ (4.65)

のような場合 (一つのペアが分裂して ◦
i
◦
i+1
にまたがっている場合)を含めてしまっている。よって正しくは

L− 5− 1 = L− 6通りである。さらに、(j, j + 1)に固定するペアの選び方が 2通りあり、ケットとブラの

ペアの組み合わせが 2!通りあるので、⟨ΨNsl |c
†
i c

†
i+1cj+1cj |ΨNsl ⟩ = 4(L− 6)× eiθij/(NN=4

sl )2 である。

一般にN/2個のペアがある場合も同様で、ペアの一つを (j, j +1)に固定すると、残りのペアが (i, i+1)

にいない場合は、区別できる ⊚ が N/2 − 1個と区別できない ◦が L −N − 2個の並びかえなので、(L −

N − 2 +N/2− 1)!/(L−N − 2)!通りある。しかし、やはり数え過ぎがあり、一つのペアが分裂して ◦
i
◦
i+1

にまたがっている場合を含めてしまっている。◦
i
◦
i+1
にまたがるペアの選び方がN/2− 1通り、残りのペア

の並びは、区別できる ⊚ がN/2− 2個と区別できない ◦が L−N − 2個の並びかえなので、(
N

2
− 1

)
(L−N − 2 +N/2− 2)!

(L−N − 2)!
(4.66)

通りある。(j, j+1)に固定するペアの選び方がN/2通りあるので、結局、相関関数に寄与するペアの並びは

N

2

(
(L−N − 2 +N/2− 1)!

(L−N − 2)!
−
(
N

2
− 1

)
(L−N − 2 +N/2− 2)!

(L−N − 2)!

)
(4.67)
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通りとなる。しかし、これでは引き過ぎであり、二つのペアが分裂して ◦
i
◦
i+1
にまたがっている場合、すな

わち

| ◦ ◦ · · · ◦ • • ◦
i
◦
i+1

• • ◦ · · · ◦ •
j

•
j+1

◦ ◦ · · · ◦ ◦⟩ (4.68)

のような場合を引いてしまっている。その補正を考慮すると、

N

2

(
(L−N − 2 +N/2− 1)!

(L−N − 2)!
−
(
N

2
− 1

)(
(L−N − 2 +N/2− 2)!

(L−N − 2)!
−
(
N

2
− 2

)
(L−N − 2 +N/2− 3)!

(L−N − 2)!

))
=

2∑
k=0

(−1)k
(N/2)!

(N/2− k − 1)!

(L−N − 2 +N/2− k − 1)!

(L−N − 2)!
(4.69)

となる。実はこの補正を、分裂するペアがN/2− 1個の場合まで続ける必要があるので、

N/2−1∑
k=0

(−1)k
(N/2)!

(N/2− k − 1)!

(L−N − 2 +N/2− k − 1)!

(L−N − 2)!
(4.70)

が最終的なペアの並び方の数になるはずである。ケットとブラのペアの組み合わせ方が (N/2)!通りある

ので、

⟨ΨNsl |c
†
i c

†
i+1cj+1cj |ΨNsl ⟩ =

eiθij

(NN
sl )

2

(
N

2

)
!

N
2 −1∑
k=0

(−1)k
(N2 )!

(N2 − k − 1)!

(L−N − 2 + N
2 − k − 1)!

(L−N − 2)!
(4.71)

が得られる。規格化まで考慮すると、超伝導相関関数は

Cij = eiθij
(L−N)!

L(L− N
2 − 1)!

N
2 −1∑
k=0

(−1)k
(N2 )!

(N2 − k − 1)!

(L−N − 2 + N
2 − k − 1)!

(L−N − 2)!

= eiθij
(L−N)!(N2 )!

L(L− N
2 − 1)!

N
2 −1∑
k=0

(−1)k
(L− N

2 − k − 3)!

(N2 − k − 1)!(L−N − 2)!
(4.72)

となる。N = 2のときは Cij = eiθij 1
L、N = 4のときは Cij = eiθij 2(L−6)

L(L−3) となっている。超幾何関数を用

いると

N
2 −1∑
k=0

(−1)k
(L− N

2 − k − 3)!

(N2 − k − 1)!
=

(L− N
2 − 3)!

(N2 − 1)!
2F1(1, 1−

N

2
; 3− L+

N

2
;−1) (4.73)

と表すことができる。この結果を用いると

Cij = eiθij
(L−N)(L−N − 1)(N2 )!

L(L− N
2 − 1)!

(L− N
2 − 3)!

(N2 − 1)!
2F1(1, 1−

N

2
; 3− L+

N

2
;−1)

= eiθij
(L−N)(L−N − 1)N2

L(L− N
2 − 1)(L− N

2 − 2)
2F1(1, 1−

N

2
; 3− L+

N

2
;−1) (4.74)

という表示を得る。
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熱力学極限 (L,N → ∞, ν = (N/2)/L: fixed)は次のようにしてとることができる。超幾何関数のべき級

数展開より

2F1(1, 1−
N

2
; 3− L+

N

2
;−1) =

∞∑
n=0

(1)n(1− N
2 )n

(3− L+ N
2 )nn!

(−1)n ((a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1))

=

∞∑
n=0

(1− N
2 )n

(3− L+ N
2 )n

(−1)n

→
∞∑
n=0

(−N
2 )

n

(−L+ N
2 )

n
(−1)n =

∞∑
n=0

(
ν

−1 + ν

)n
= 1− ν (4.75)

がわかる。これをもとの表式に代入することで

Cij → eiθij
ν(1− 2ν)2

1− ν
(0 ≤ ν ≤ 1

2 ) (4.76)

となる。超伝導相関は熱力学極限で有限の値をとることが言えた。ν = 3−
√
5

4 のとき |Cij |は最大値 5
√
5−11
4

をとる。

スピンレス ηペアリング状態 (4.45)に対してエンタングルメントエントロピーを評価することもできる。

こちらについては導出は文献 [67]に譲ることにして結果だけを述べることにしよう。サイト数 Lの 1次元

鎖をサイト数 L/2の部分系 Aと Bに分ける。部分系 Aの縮約密度行列は ρA = TrB |ΨNsl ⟩⟨ΨNsl |である。こ

こでは簡単のために、von Neumannエントロピーではなく 2次の Rényiエントロピーを使ってエンタング

ルメントエントロピーを定義することにする 8。

S
(2)
A = − log TrA(ρ

2
A) (4.77)

この量は解析的に評価することができて、

S
(2)
A = − log


min{N

2 ,⌊
L/2
2 ⌋}∑

l=max{0,⌈N−L/2
2 ⌉}

(L
2 −N

2 +l
N
2 −l

)(L
2 −l
l

)
(L−N

2
N
2

)
2

+

min{N
2 −1,⌊L/2−1

2 ⌋}∑
l=max{0,⌈N−L/2−1

2 ⌉}

(L
2 −N

2 +l
N
2 −l−1

)(L
2 −l−1
l

)
(L−N

2
N
2

)
2

(4.78)

という結果が知られている [67]。特にN/L = 2/3に固定した場合に熱力学極限の値を得ることができて、

S
(2)
A

L→∞−→ 1

2
log

(
6πL

25

)
(4.79)

となる。エンタングルメントエントロピーは系の体積ではなく体積の対数に比例することがわかる。数値計

算により、他のN/Lの値の場合にも対数則を示すことが確認されている [67]。この振る舞いは、Yangの η

8n次の Rényiエントロピーは S
(n)
A = 1

1−n
log Tr(ρnA)と定義される。n→ 1の極限で von Neumannエントロピーで定義され

たエンタングルメントエントロピーに漸近する (limn→1 S
(n)
A = SA)。
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ペアリング状態と共通の性質である。スピンレス ηペアリング状態 (4.45)が有限の超伝導相関をもつこと

と、エンタングルメントエントロピーが体積の対数に比例することから、このような状態がエネルギー固

有状態になるような系があったとしてもその状態は非熱的な状態であることが示唆される。

4.2.3 スピンレスHubbard模型

ここからは、スピンレス ηペアリング状態 (4.45)がエネルギー固有状態になるようなハミルトニアンを

構成していく。試しに最近接相互作用をするスピンレス Hubbard模型を考えよう。

H = Ht +HV (4.80)

Ht = −t
∑
i

(c†i ci+1 + h.c.) (4.81)

HV = V
∑
j

njnj+1 (4.82)

ここで nj = c†jcj、Htはハミルトニアンの運動項、HV は相互作用項であり、t, V はそれぞれホッピング振

幅、相互作用パラメーターである。境界条件としては周期境界条件を考える。Yangの ηペアリング状態のと

きと同様に、ハミルトニアンの運動項とスピンレス ηペアリング演算子 (4.44)は可換になる: [Ht, η
+
sl ] = 0。

そのためスピンレス ηペアリング状態 |ΨNsl ⟩ (4.45)は運動項の固有状態となる。

Ht|ΨNsl ⟩ = 0 (4.83)

ところが、|ΨNsl ⟩は相互作用項HV の固有状態にはならない。なぜなら、ペアが互いに離れていれば相互作

用はペアの中だけで起こるのに対しペアが隣り合うとペアの間で相互作用 V を感じるため、ペアの配置に

よってエネルギーが変わってしまうためである。例えば、すべてのペアが 1サイト以上離れている状態の

場合、

HV | · · · ◦ ◦ • • ◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ =
N

2
V | · · · ◦ ◦ • • ◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ (4.84)

であるが、一組のペアが隣り合うと、

HV | · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ =
(
N

2
V + V

)
| · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ (4.85)

となる。
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このようなペアの相互作用の増加を相殺するために、スピンレス Hubbard模型 (4.80)に三体相互作用の

項をハミルトニアンに追加してみよう。

HW =W
∑
j

njnj+1nj+2 (4.86)

すなわち、3つの粒子が互いに隣り合う位置に来たときに相互作用W を感じるとする。全てのペアが互い

に離れていれば 3体相互作用は働かない。

(HV +HW )| · · · ◦ ◦ • • ◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ = N

2
V | · · · ◦ ◦ • • ◦ ◦ • • ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ (4.87)

隣り合うペアが一組生じると、相互作用エネルギーは

(HV +HW )| · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩ =
(
N

2
V + V + 2W

)
| · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦ · · · ⟩

(4.88)

となる。もう一組隣り合うペアが増えると、

(HV +HW )| · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • • • ◦ · · · ⟩ =
(
N

2
V + 2V + 4W

)
| · · · ◦ ◦ • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • • • ◦ · · · ⟩

(4.89)

となる。また、3つのペアが隣り合うと、

Hint| · · · ◦ ◦ • • • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ · · · ⟩ =
(
N

2
V + 2V + 4W

)
| · · · ◦ ◦ • • • • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ · · · ⟩ (4.90)

となる。このように隣り合うペアが一つ増えるごとに相互作用エネルギーは V + 2W だけ増加していく。

よって V +2W = 0であれば、ペアの配置によらずに相互作用エネルギーが一定 (N2 V )になって、|ΨNsl ⟩は

HV +HW の固有状態になる。

以上をまとめると、スピンレス ηペアリング状態 |ΨNsl ⟩は 3体相互作用を加えた Hubbard模型

H = Ht +HV +HW (V + 2W = 0) (4.91)

の厳密な固有状態になっていることがわかった。

(Ht +HV +HW )|ΨNsl ⟩ =
N

2
V |ΨNsl ⟩ (W = −V

2
) (4.92)

相互作用項は次のようにも書き換えられる。

HV +HW =
V

2

∑
j

nj [1− (1− nj−1)(1− nj+1)] (4.93)
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図 4.1: (a) 3体相互作用を含んだ 1次元スピンレスHubbard模型 (4.91) (L = 20)に対するエネルギー準位

間隔の分布 P (s) 。パリティが奇で全運動量が πの部分空間をとっている。青線と赤線はそれぞれ Poisson

分布とWigner-Dyson分布を表す。(b) 同模型 (L = 16)の各固有状態に対するエンタングルメントエント

ロピー。赤丸はスピンレス η ペアリング状態 (4.45)を表す。パラメーターは t = 1, V = 2, W = −V/2,

N = L/2である。文献 [68]より。

カッコ [· · · ]の中身はサイト jと隣り合うサイトに粒子がいるときに 1、いないときに 0を返す演算子になっ

ている。これに nj がかかることで、サイト j に粒子が来たときに隣り合う粒子がいる場合は必ず相互作用

エネルギーが V
2 だけ加算されるようになっている。このためスピンレス ηペアリング状態 (4.45)のように

全ての粒子に必ず隣り合う粒子が存在するような状態に対しては HV +HW の固有状態になるようになっ

ている。それ以外の一般の状態に対しては、隣り合う粒子がいない孤立した粒子が存在すると HV +HW

の固有状態にならない。

3体相互作用を持つ 1次元スピンレス Hubbard模型 (4.91)は、非従来型のペアリング対称性 (s波スピ

ンシングレット以外)を持った超伝導状態が固有状態になる簡単な模型の一つである。それではこの模型の

他の固有状態はどのように振る舞うだろうか？図 4.1(a)に、各固有状態のエネルギー固有値の間隔の分布

P (s)を数値計算した結果をプロットした。一般に、系が可積分性を持つ場合は Poisson分布 (P (s) = e−s)

に、非可積分の場合はWigner-Dyson分布 (P (s) = π
2 se

−π
4 s

2

)になることが期待される。大雑把に言うと、

可積分の場合は保存量がたくさんあるので対応する量子数ごとにハミルトニアンをブロック対角にでき、異

なるブロックに属するエネルギー固有値は互いに相関がないのでバラバラに分布することで Poisson分布に

近づく。一方で非可積分の場合は保存量が豊富にないためハミルトニアンをブロック対角にできず、各エ

ネルギー固有値を相関を持つ。特にハミルトニアンの非対角要素の存在のために、エネルギー固有値同士
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が近づくと準位反発する。そのため s ∼ 0付近で準位間隔の分布は抑えられる傾向にある (P (s) ∼ 0)。図

4.1(a)の結果は、1次元スピンレス Hubbard模型 (4.91)が非可積分であることを示唆する。スピンレス η

ペアリング状態 (4.45)は、非可積分の模型に含まれる非熱的な固有状態のため、量子多体傷跡状態の例に

なっている。

図 4.1(b)には、開放境界条件 9のもとで系を二つのサイト数 L/2の部分系に分けたときの各固有状態の

エンタングルメントエントロピーをプロットした。赤丸で囲った状態がスピンレス η ペアリング状態に対

応し、他の固有状態に比べて低いエンタングルメントエントロピーを持つことがわかる。これは、前節で示

したようにエンタングルメントエントロピーが系の体積ではなくその対数に比例することと整合している。

他の固有状態は体積則を示し、より大きなエンタングルメントエントロピーを持つ。

4.2.4 p波、d波 ηペアリング状態

これまで見てきたスピンレス ηペアリング状態 (4.45)は軌道が s波でスピントリプレットの対称性を持っ

ていた。それでは軌道が p波や d波などの非従来型ペアリング対称性を持った固有状態を構成するにはど

うすればよいだろうか？

ここでは 2次元正方格子上のスピン有りのフェルミオン模型を例にとって考えてみよう。サイト間隔 a

だけ離れた 2粒子のペアを生成する ηペアリング演算子を

η+a =
∑
j

eiQ·Rjc†Rj↑c
†
Rj+a↓ (4.94)

と定義する。ペアの重心運動量はQ = (π, π)である。これによって作られるペアは、正方格子の点群の既

約表現によって分類することができる。特に最近接ペアの場合に既約表現で分類した η ペアリング演算子

は以下のようになる。

η+s = η++ex
+ η++ey

+ η+−ex
+ η+−ey

(4.95)

η+px = η++ex
− η+−ex

(4.96)

η+py = η++ey
− η+−ey

(4.97)

η+d = η++ex
− η++ey

+ η+−ex
− η+−ey

(4.98)

9開放境界条件の場合にもスピンレス η ペアリング状態は 3 体相互作用を持つ Hubbard 模型の固有状態になる。
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ここで ex,ey は x, y方向の単位ベクトルである。各々、s波、px波、py 波、dx2−y2 波 (以下では d波と省

略する)の軌道の対称性に対応している。これらの演算子を用いて非従来型のペアリング対称性を持った η

ペアリング状態を定義できる。

以下では特に d波のペアリング状態に注目しよう。d波 ηペアリング状態は

|ΨNd ⟩ = 1

NN
d

(η+d )
N/2|0⟩ (4.99)

で与えられる。NN
d は規格化定数である (⟨ΨNd |ΨNd ⟩ = 1)。このペアリング状態が持つ対称性は以下の通り

である。

P−1η+d P = +η+d (4.100)

S−1η+d S = +η+d (4.101)

Λ−1η+d Λ = −η+d (4.102)

T −1
x η+d Tx = eiQη+d (4.103)

つまり d波 ηペアリング状態 (4.99)は d波スピントリプレットで副格子が奇の対称性を持っている。これ

は Sec. 4.2.2で見た通りである。

4.2.5 スピンフルHubbard模型

d波 ηペアリング状態 (4.99)が固有状態になるようなハミルトニアンを探すために、スピンフルのHubbard

模型を考えてみる。そのハミルトニアンは

H = Hkin +HU (4.104)

Hkin = −t
∑
⟨ij⟩σ

(c†iσcjσ + h.c.) (4.105)

HU = U
∑
j

nj↑nj↓ (4.106)

で与えられる。Hkin, HU はそれぞれ運動項、相互作用項であり、tはホッピング、U はオンサイトの相互作

用パラメーターを表す。

これまで見てきた ηペアリング状態と同様に、d波 ηペアリング状態 (4.99)はハミルトニアンの運動項

Hkin の固有状態になっている。

Hkin|ΨNd ⟩ = 0 (4.107)
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(a) (b) (c)

図 4.2: d波 ηペアリング状態 (4.99)に含まれるペアの配置の例。(a) 2つのペアが重なっていない場合。(b)

2つのペアが重なっている場合。(c) 3つのペアが存在する場合。文献 [68]より。

これは直接計算によって確かめることができる。フェルミオンの消滅演算子の Foiurier変換を

ckσ =
1√
LxLy

∑
j

e−ik·Rjcjσ (4.108)

で定義する。Lx, Ly は 2次元正方格子の x方向と y 方向のサイズを表す。Fourier変換した演算子を用い

ると

Hkin =
∑
kσ

ε(k)c†kσckσ (4.109)

η+a =
∑
k

e−ik·ac†Q−k↑c
†
k↓ (4.110)

と表すことができる。ただし ε(k) = −2t(cos kx+cos ky)は 1粒子の分散関係である。これらの交換関係を

計算すると

[Hkin, η
+
a ] =

∑
k

e−ik·a[ε(k) + ε(Q− k)]c†Q−k↑c
†
k↓ (4.111)

となり、分散関係は ε(k) + ε(Q− k) = 0を満たすので [Hkin, η
+
a ] = 0である。ここから d波 ηペアリング

状態 (4.99)がHkinの固有状態であることが直ちに従う。この計算からも分かるように、Hkinと η+a の可換

性はペアの粒子間隔 aに依らずに成り立つ。

次に相互作用項HU について見ていく。d波 ηペアリング状態 (4.99)は最近接ペアが正方格子上に様々な

配置で置かれた状態の重ね合わせでできている。例えば二つのペアの配置の例を図 4.2(a)に示した。ペア

が重なり合っていなければ、オンサイトの相互作用はペアに働かない。しかしペアが図 4.2(b)のように重

なると 1つのサイトが二重占有された状態 (ダブロン)が作られ、相互作用 U だけエネルギーが増加する。

このようにペアの配置によって相互作用エネルギーの値が変わるので、一般に d波 ηペアリング状態 (4.99)

はHU の固有状態にはならない。
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0 1

図 4.3: 各 ↑スピン粒子の配置に対する隣接粒子演算子 niσ (σ =↑)のとり得る値。文献 [68]より。

それでは前節のように 3体相互作用を追加すれば、d波 η ペアリング状態 (4.99)を相互作用項の固有状

態にできるだろうか。ダブロンによる過剰エネルギーを相殺するために、例えば次のような項を加えるこ

とが考えられる。

−U
2

∑
i

∑
j∈nn(i),σ

ni↑ni↓njσ (4.112)

ここで nn(i)はサイト iに隣接するサイトの集合を表す。このようにすると図 4.2(b)の場合は 2体相互作用

と 3体相互作用が確かに相殺して相互作用エネルギーは 0になる。このようなうまく相殺できるのは、ダブ

ロンの隣にスピン ↑と ↓の粒子が一つずつ存在する場合である。一方で図 4.2(c)の場合はダブロンの隣に

粒子が合計 3個いるので、2体相互作用と 3体相互作用の和は U − U
2 × 3 = −U

2 となって相殺しない。この

ように素朴に 3体相互作用を含めるだけでは d波 ηペアリング状態 (4.99)を固有状態にすることは難しい。

4.2.6 多体相互作用の導入

ここでスピンレスフェルミオンの模型でなぜ ηペアリング状態 (4.45)を固有状態にすることができたか

思い出してみよう。式 (4.93)で示したように、相互作用項はサイト jと隣り合うサイトに粒子がいるときに

1、いないときに 0を返す演算子を使って表される。これを高次元でスピン有りの系に拡張することを考え

てみる。サイト iと隣り合うサイトにスピン σの粒子がいるときに 1、いないときに 0を返す演算子として

niσ =


1 [

∑
j∈nn(i),σ njσ ̸= 0]

0 [
∑
j∈nn(i),σ njσ = 0]

(4.113)

となるものを導入する。ここで j についての和はサイト iと隣接する全てのサイトに渡ってとるものとす

る。図 4.3に各粒子の配置に対する演算子 niσ (4.113)のとり得る値を示した。
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(a) (b)

図 4.4: d波 η ペアリング状態 (4.99)に含まれるペアの間の相互作用の例。(a) ペアが 2つの場合。(b) ペ

アが 3つの場合。文献 [68]より。

このような演算子は、粒子数演算子 njσ を使って次のように表すことができる。

niσ = 1−
∏

j∈nn(i)

(1− njσ)

= −
z∑

m=1

(−1)m
∑′

j1,··· ,jm∈nn(i)

nj1σ · · ·njmσ (4.114)

ここで zはサイト iに隣接するサイトの数、
∑′ は互いに異なる j1, . . . , jm ∈ nn(i)について順序の違いを

除いて和をとることを表す。このように定義することで、niσ (4.113)は確かにサイト iと隣り合うサイト

にスピン σの粒子がいるときに 1、いないときに 0を返す演算子になっていることがわかる。2次元正方格

子だけでなく、任意の次元で任意の格子で同様に定義することができる。niσ (4.113)はm体 (1 ≤ m ≤ z)

の演算子を含んでいる。粒子正孔変換 (cjσ → c̃jσ = eiQ·Rjc†jσ)をすると、niσ → 1−
∏
j∈nn(i) ñjσ (ただし

ñjσ = c̃jσ c̃jσ) となり、少し形が簡単になる。本稿では niσ (4.113)のことを隣接粒子演算子と呼ぶことに

しよう。

隣接粒子演算子 niσ (4.113)を用いることで、ダブロン形成によるエネルギー変化を相殺することができ

るようになる。そのために、3体相互作用 (4.112)の代わりに次のような多体相互作用を考えてみる。

−U
2

∑
iσ

ni↑ni↓niσ (4.115)

このような相互作用があると、サイト iにダブロンがいるときに、ダブロンの隣にスピン ↑の粒子がいれ

ば −U
2、ダブロンの隣にスピン ↓の粒子がいれば −U

2 だけ相互作用エネルギーが加算される。ダブロンが

いるとオンサイトの相互作用 U だけエネルギーが増加するが、d波 η ペアリング状態 (4.99)ではダブロ

ンができるときには必ずその隣に ↑と ↓の粒子が 1つずつ以上はいるので、相互作用エネルギーは合計で

U − U
2 − U

2 = 0と相殺される。図 4.4に d波 η ペアリング状態 (4.99)におけるペアの配置の例を示した。
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図 4.5: d波 ηペアリング状態 (4.99)におけるペア間の相関関数 Cαβ(rx) (4.119)。(a) x方向を向いた 2つ

のペアの間の相関。(b) x方向を向いたペアと y方向を向いたペアの間の相関。システムサイズは Lx ×Ly

(Lx = 4, 6, 8, Ly = 4)。文献 [68]より。

いずれの場合も相互作用エネルギーが相殺されることが見てとれる。このような相互作用エネルギーの相

殺は各ダブロンごとに起こり、任意のペアの配置で相殺することがわかる。

以上の考察をもとに、多体相互作用を含むように拡張された Hubbard模型を考える。

H = Hkin +Hint (4.116)

Hint = U
∑
i

ni↑ni↓

(
1− 1

2

∑
σ

niσ

)
(4.117)

この模型はM 体相互作用 (2 ≤M ≤ z + 2)を含んでいるが、いずれも粒子密度の積の形をしており、相互

作用の局所性を満たす。この模型に対して d波 ηペアリング状態 (4.99)は厳密なゼロエネルギー固有状態

になっている。

(Hkin +Hint)|ΨNd ⟩ = 0 (4.118)

実は、d波 η ペアリング状態だけでなく、η ペアリング演算子 η+a で生成される任意の状態が拡張された

Hubbard模型 (4.116)のゼロエネルギー固有状態になる。そのため、マクロな数だけ縮退した状態がゼロエ

ネルギーに存在することになる。ここでの模型の構成法は、任意の次元で任意の bipartiteな格子 (例えば

honeycobm格子や diamond格子など)に適用することができる。
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4.2.7 模型と固有状態の性質

d波 η ペアリング状態 (4.99)を厳密な固有状態に持つ模型を構成できたので、その性質について見てい

こう。まず、d波 ηペアリング状態が非対角長距離秩序を持つことを確かめる。最近接粒子のペアの間の相

関関数を

Cαβ(r) = ⟨ΨNd |c†r+eα↓c
†
r↑c0↑ceβ↓|ΨNd ⟩ (4.119)

と定義する。ここで α, β (= x, y)はペアの向きを表し、r はスピン ↑の粒子間の相対位置を表す。ペアの

向き依存性からペアリング対称性を読み取ることができる。粒子数はN/L = 1/4に固定し、システムサイ

ズ L = Lx × Ly は Lx = 4, 6, 8, Ly = 4ととって数値計算により相関関数 (4.119)を評価する。

図 4.5に得られた結果をプロットした。横軸をペア間の x方向の距離 rx にとり、縦軸は相関関数の値を

示している。図 4.5(a)は両方のペアが x方向を向いている場合、図 4.5(b)は x方向を向いたペアと y方向

を向いたペアの間の相関を表している。この結果からわかる通り、相関関数はシステムサイズの範囲内でペ

ア間の距離 rxを大きくしても減衰しない。しかも、システムサイズに関して相関関数の値はほぼ収束して

いる。これは d波 ηペアリング状態が非対角長距離秩序を持つことを示唆している。相関関数の符号が rx

に関して振動しているが、これはペアが重心運動量 Q = (π, π)を持っていることを反映している。また、

Cxx(rx)と Cxy(rx)が反対の符号を持っていてペアの向きに依存しているが、これはペアリングの対称性が

d波であることを意味している。

d波 ηペアリング状態のエンタングルメントエントロピーについても数値計算によって評価することがで

きる。周期境界条件を仮定して、Lx × Ly の格子上で考える。全系を部分系 Aと Bに分けて、Aはシステ

ムサイズ rx×Lyを持つとする。エンタングルメントエントロピーは SA = −TrA(ρA log ρA)で与えられる。

ここで ρA = TrB(|ΨNd ⟩⟨ΨNd |)である。SA を体積比 f = VA/V = (2rxLy)/(2LxLy) の関数としてプロット

したものを図 4.6に青線で示している。ここで V = 2LxLy, VA = 2rxLy はスピン自由度を含んだ全系と部

分系Aのシステムサイズを表す。体積比に関するエンタングルメントエントロピーの振る舞いは Page曲線

と呼ばれるものの一種で、f = 0から f = 1
2 まで単調に増加していき、f = 1

2 から f = 1に近づくにつれ

て減少していく。

非可積分系における典型的な固有状態のエンタングルメントエントロピーは、ランダムに抽出した純粋

状態のエンタングルメントエントロピーの平均に近いと期待される。粒子数 N を固定した Hilbert空間に
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図 4.6: d波 ηペアリング状態 (4.99)のエンタングルメントエントロピー SA (青線)と、可積分系、非可積

分系の固有状態の典型的なエンタングルメントエントロピー ⟨SA⟩G,N (赤の破線)、⟨SA⟩N (緑の点鎖線)の

比較。文献 [68]より。

おいて一様に分布した純粋状態のエンタングルメントエントロピーの平均は

⟨SA⟩N =

min(N,VA)∑
NA=0

[⟨SA⟩+ ψ(dN + 1)− ψ(dAdB + 1)]
dAdB
dN

(4.120)

で与えられる。ここでN,NAは全系と部分系Aの粒子数、dN , dA, dB は全系、部分系AとBのHilbert空

間の次元、ψ(x)はディガンマ関数、⟨SA⟩ = ψ(dAdB + 1)−ψ(dA + 1)− dB−1
2dA

(dA > dB)はN を固定しな

い空間におけるエンタングルメントエントロピーの平均 (Page公式)である。一方で、可積分系の場合のエ

ンタングルメントエントロピーは、ガウシアン純粋状態のエンタングルメントエントロピーの平均に近い

と期待される。熱力学極限におけるガウシアン純粋状態のエンタングルメントエントロピーの平均は、

⟨SA⟩G,N = V {(n− 1) log(1− n) + n[(f − 1) log(1− f)− f log f − 1]} (4.121)

となる。ここで n = N/V はスピン ↑(またはスピン ↓)粒子の数密度である。図 4.6に ⟨SA⟩N や ⟨SA⟩G,N と

の比較を示したが、d波 η ペアリング状態のエンタングルメントエントロピーは非可積分系の典型的な値

(⟨SA⟩N )より小さく、可積分系の典型的なエンタングルメントエントロピーの値 (⟨SA⟩G,N )に近いことが

わかる。このことは d波 ηペアリング状態が非熱的な性質を持つことを意味する。

d波 ηペアリング状態が固有状態となる拡張Hubbard模型 (4.116)のエネルギー準位間隔の分布について

も見ておく。周期境界条件の課された正方格子 Lx = Ly = 4で、粒子数N = 8の場合を考える。ハミルト

ニアン (4.116)はいくつかの対称性を持っている。まず時間反転 (T )、スピン回転、x方向と y方向に沿っ

た並進の対称性がある。多体相互作用のために粒子正孔対称性は持たないことに注意する。正方格子は点
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図 4.7: 多体相互作用を含んだ拡張 Hubbard模型 (4.116)におけるエネルギー準位間隔の分布 P (s)。量子

数が (a) (Px,Py,Pd) = (+1,+1,+1)、(b) (+1,+1,−1) の空間で計算したもの。他の量子数は時間反転

T = +1、全運動量 (0, 0)、全スピン S = 0である。パラメーターは U/t = 2, N = 8, Lx = Ly = 4ととっ

ている。文献 [68]より。

群 C4v の対称性も持つが、その中でも x軸、y軸、対角軸に関する鏡映 Px,Py,Pd を考える。N = 8の場

合、d波 ηペアリング状態は T = +1、全運動量 (0, 0)、全スピン S = 0, 2, 4、(Px,Py,Pd) = (+1,+1,+1)

の空間に属している。周期境界条件を持つ 4× 4の正方格子には、上記以外に偶発的な対称性として 4次元

の超立方体の対称性も存在することが知られている。

図 4.7に、拡張 Hubbard模型 (4.116)におけるエネルギー準位間隔の分布 P (s)を数値計算で求めたもの

をプロットした。(a)は (Px,Py,Pd) = (+1,+1,+1)の部分空間、(b)は (+1,+1,−1)の部分空間の結果に

対応する。これを見てわかる通り、どちらの場合にも Poisson分布からの有意なずれが見られる。(a)の場

合はWigner-Dyson分布からもずれているが、(b)の場合はWigner-Dyson分布とよい一致を示すことがわ

かる。(a)でWigner-Dyson分布からずれるのは、隠れた対称性である 4次元超立方体の対称性を取り込ん

でいないためと考えられる。対称性を見落とすと Poisson分布とWigner-Dyson分布の中間の分布になって

しまう場合がある。このような中間の分布は、独立した 2つのランダム行列のスペクトルを重ねたときの

準位間隔分布としてよく再現される。このような場合、全ての対称性を考慮すればWigner-Dyson分布に

近づくことが期待される。これらの結果は、拡張 Hubbard模型 (4.116)が非可積分系であることを示唆し

ており、d波 ηペアリング状態 (4.99)は量子多体傷跡状態と見なすことができる。
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第5章 まとめ

この講義では非平衡超伝導の物理について、最近の研究の話題と絡めながらマクロなスケールからミク

ロなスケールまで視点を変えながら眺めてきた。こうしてみると、非平衡超伝導について大体のことは理

解されたと思いがちであるが、実はわかっていないことの方が多いのが現状である。そこで最後に、今後の

課題について列挙してこの講義の締めくくりとしたい。興味を持った人は、ぜひ考えてみてください。新し

い研究を始めるきっかけになったら幸いです。

• 実験で何を観測したら、非平衡で超伝導になったと言えるか 1？光誘起超伝導の実験では、瞬間的に

光誘起された状態がピコ秒程度の時間スケールで緩和して超伝導ではない状態に遷移していく。その

ような有限時間の間で超伝導かどうかを判別する方法はあるだろうか？dc伝導度を測るには十分長い

時間をかけて観測する必要がある。最近になって、時間分解、空間分解しながらMeissner効果を測

定する実験が現れた [69]。今後、非平衡超伝導を特徴づける決定的な方法となるかもしれない。

• Higgsモードと準粒子励起は同じエネルギーギャップ 2∆を持っている。ところが、3次高調波などの

応答を計算すると Higgsモードの寄与が優勢になることが多い。何が Higgsモードの寄与と準粒子励

起の寄与の比を決めているのだろうか？Higgsモードの効果だけを選択的に抜き出すことはできるだ

ろうか？

• 現実に近い状況で高温の常伝導状態から始めて、非平衡にすることで超伝導状態に転移させることは

できるだろうか？できるとすれば、どのような機構で起こるだろうか？

• 仮に非平衡で超伝導状態を作り出せるとして、そのような状態を長時間保つにはどうしたらよいだろ

うか？いずれ系は熱平衡化していくことになるが、熱化を避けるような現実的な方法はあるだろうか？

1これは理論側への問いでもある。
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付録 A ミクロからのGL理論の導出

ミクロな BCS理論からどのようにしてマクロな GL理論が導出されるかを見てみる。ここでの議論は

Gor’kovの方法 [31]に基づいている。その準備として、温度 Green関数

Gab(τ ; r, r
′) = −⟨T ψa(τ, r)ψ†

b(0, r
′)⟩ (a, b = 1, 2) (A.1)

を定義する。ここで

ψa(τ, r) = eτHψa(r)e
−τH (A.2)

は虚時間発展させた南部スピノル ψa(r) = (cr↑, c
†
r↓)

T であり、T は虚時間方向に沿った時間順序積を表す。

⟨· · · ⟩ = Tr(ρ · · · )は有限温度の平衡状態 ρ = e−βH/Z (Z = Tre−βH)に関する統計平均を表し、β = 1/(kBT )

は逆温度である。南部スピノルは虚時間の運動方程式

−∂τψ(τ, r) = (ε(−i∇r − eAτ3)τ3 −∆′(r)τ1 −∆′′(r)τ2)ψ(τ, r) (A.3)

に従っている。ε(k) (k = −i∇r − eAτ3)は電子の分散関係であり、ここでは自由空間の分散を仮定する。

ε(k) =
k2

2m
− µ (A.4)

mは電子の質量、µは化学ポテンシャルである。また、τα (α = 1, 2, 3)は Pauli行列である。超伝導ギャッ

プ∆(r) = ∆′(r) + i∆′′(r)は一般に位置に依存するとする。運動方程式 (A.3)は実時間 BdG方程式 (3.21)

の虚時間版であり、t→ −iτ と置き換えると対応する。

運動方程式 (A.3)より、温度 Green関数は以下の方程式を満たす。

(−∂τ − ε(−i∇r − eAτ3)τ3 +∆′(r)τ1 +∆′′(r)τ2)G(τ ; r, r
′) = δ(τ) (A.5)

これは Dyson方程式、あるいは Gor’kov方程式と呼ばれる。成分ごとに書き下すと、

(−∂τ − ε(−i∇− eA))G11(τ ; r, r
′) + ∆∗(r)G21(τ ; r, r

′) = δ(τ) (A.6)

(−∂τ + ε(−i∇+ eA))G21(τ ; r, r
′) + ∆(r)G11(τ ; r, r

′) = 0 (A.7)
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となる。超伝導ギャップ関数は自己無撞着条件

∆(r) = V ⟨c†r↑c
†
r↓⟩ = V G21(−0; r, r) (A.8)

を満たす。

まずはA = 0の場合を考える。∆ = 0に対する温度 Green関数を G(0)(τ ; r, r′)とおくと、

(−∂τ − ε(−i∇))G
(0)
11 (τ ; r, r

′) = δ(τ) (A.9)

(−∂τ + ε(−i∇))G
(0)
22 (τ ; r, r

′) = δ(τ) (A.10)

G
(0)
12 (τ ; r, r

′) = G
(0)
21 (τ ; r, r

′) = 0 (A.11)

が成り立っている。この G(0) を用いると、Gは

G11(iωn; r, r
′) = G

(0)
11 (iωn; r, r

′)−
∫
dr̄G

(0)
11 (iωn; r, r̄)∆

∗(r̄)G21(iωn; r̄, r
′) (A.12)

G21(iωn; r, r
′) = −

∫
dr̄G

(0)
22 (iωn; r, r̄)∆(r̄)G11(iωn; r̄, r

′) (A.13)

と表すことができる。ここで温度 Green関数の Fourier変換を

G(iωn; r, r
′) =

∫ β

0

dτ eiωnτG(τ ; r, r′) (A.14)

G(τ ; r, r′) =
1

β

∑
n

e−iωnτG(iωn; r, r
′) (A.15)

と定義した。ωn = (2n + 1)π/β (n ∈ Z)は松原周波数である。このように Fourier変換できるのは、温度

Green関数に (反)周期性があるためである。

G(τ + β; r, r′) = −G(τ ; r, r′) (A.16)

関係式 (A.12), (A.13)を使うことで、Gを逐次的に∆に関して展開していくことができる。G21 につい

て∆の 3次まで展開すると、

G21(iωn; r, r
′) = −

∫
dr̄G

(0)
22 (iωn; r, r̄)∆(r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r

′)

−
∫
dr̄dr̄′dr̄′′G

(0)
22 (iωn; r, r̄)∆(r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r̄

′)∆∗(r̄′)G
(0)
22 (iωn; r̄

′, r̄′′)∆(r̄′′)G
(0)
11 (iωn; r̄

′′, r′)

(A.17)
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これを自己無撞着条件 (A.8)に代入することで、

∆(r) = −V
β

∑
n

∫
dr̄G

(0)
22 (iωn; r, r̄)∆(r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r)

− V

β

∑
n

∫
dr̄dr̄′dr̄′′G

(0)
22 (iωn; r, r̄)∆(r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r̄

′)∆∗(r̄′)G
(0)
22 (iωn; r̄

′, r̄′′)∆(r̄′′)G
(0)
11 (iωn; r̄

′′, r)

(A.18)

が得られる。

さらに超伝導ギャップの空間変化は十分ゆっくりであるとして、積分内の∆(r̄)を次のように展開する。

∆(r̄) = ∆(r) + (r̄ − r) · ∇r∆(r) +
1

2
(r̄ − r)2∇2

r∆(r) + · · · (A.19)

これを式 (A.18)の右辺第一項に代入する。右辺第二項については∆の高次の項なので∆の空間変化は無

視することにする。すると、

∆(r) = −V
β

∑
n

∆(r)

∫
dr̄G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r)

− V

β

∑
n

1

6
∇2

r∆(r)

∫
dr̄ (r̄ − r)2G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r)

− V

β

∑
n

|∆(r)|2∆(r)

∫
dr̄dr̄′dr̄′′G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r̄

′)G
(0)
22 (iωn; r̄

′, r̄′′)G
(0)
11 (iωn; r̄

′′, r)

(A.20)

という近似を得ることができる。上式の第二項については、1
2

∑3
i,j=1 ∇ri∇rj∆(r)

∫
dr (r̄− r)i(r̄− r)j · · ·

としたときに積分は i ̸= j で消えるので 1
2

∑3
i=1 ∇2

ri
∆(r)

∫
dr (r̄ − r)2i · · · となり、さらに系は等方的なの

で積分は iに依らないはずなので積分内の iについて対称化して 1
2

∑3
i=1 ∇2

ri
∆(r) 13

∑3
j=1

∫
dr (r̄ − r)2j · · ·

という変形をした。

式 (A.20)の各係数について評価していく。まず第一項については

1

β

∑
n

∫
dr̄G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r) =

1

β

∑
n

1

N

∑
k

1

(iωn − εk)(iωn + εk)
= − 1

N

∑
k

1

εk
tanh

(
βεk
2

)
(A.21)

となる。ここで、ギャップ方程式 (3.15)で T → Tc (β → βc)とすると、

∆ =
V

2N

∑
k

∆

εk
tanh

(
βcεk
2

)
(A.22)
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となることを使う。T = Tc の近傍では

− 1

N

∑
k

1

εk
tanh

(
βεk
2

)
= −

(
1

V
+D(εF ) log

Tc
T

)
(A.23)

と評価することができる。ここでD(εF )は Fermiエネルギーにおける状態密度である。(A.20)の第二項の

係数は

1

β

∑
n

∫
dr̄ (r̄ − r)2G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r) =

7

8
D(εF )

ζ(3)v2F
(πkBT )2

(A.24)

となり (vF は Fermi速度)、第三項の係数は

1

β

∑
n

∫
dr̄dr̄′dr̄′′G

(0)
22 (iωn; r, r̄)G

(0)
11 (iωn; r̄, r̄

′)G
(0)
22 (iωn; r̄

′, r̄′′)G
(0)
11 (iωn; r̄

′′, r) =
7

8
D(εF )

ζ(3)

(πkBT )2

(A.25)

となる。これらの結果を合わせると、

∆(r) =

(
1 + V D(εF ) log

Tc
T

)
∆(r)− V

6
∇2

r∆(r)
7

8
D(εF )

ζ(3)v2F
(πkBT )2

− V |∆(r)|2∆(r)
7

8
D(εF )

ζ(3)

(πkBT )2

(A.26)

となる。さらに式変形をすると

0 = log
Tc
T
∆(r)− 7ζ(3)v2F

48(πkBT )2
∇2

r∆(r)− 7ζ(3)

8(πkBT )2
|∆(r)|2∆(r) (A.27)

である。v2F = k2F /m
2 = 2εF /mという関係を使い、T = Tc の近傍で考えると∆は[

1

4m
(−i∇r)

2 +
6(πkBTc)

2

7ζ(3)εF

(
T − Tc
Tc

+
7ζ(3)

8(πkBTc)2
|∆(r)|2

)]
∆∗(r) = 0 (A.28)

という関係を満たすことがわかる。∆∗とGL理論の ψが比例していると考えれば、A = 0のときのGL方

程式と同一視することができる。

A ̸= 0の場合は、次のように考えることができる。ゲージ変換A → A+∇χ(r)をすると crσ → eieχ(r)crσ

となるので、∆∗(r) → e2ieχ(r)∆∗(r)と変換される。(A.28)をゲージ不変な形にするにはAを[
1

4m
(−i∇r − 2eA)2 +

6(πkBTc)
2

7ζ(3)εF

(
T − Tc
Tc

+
7ζ(3)

8(πkBTc)2
|∆(r)|2

)]
∆∗(r) = 0 (A.29)

のように導入する必要がある。GL理論における有効質量m∗、有効電荷は e∗は、クーパー対の凝縮を反映

してm∗ = 2m, e∗ = 2eとなる。

68



第 A 章 ミクロからの GL理論の導出

カレントについては Green関数を用いて

j(r) = 2 lim
r′→r

[
− ie

2m
(∇r −∇r′) +

e2

m
A

]
G11(−0; r, r′) (A.30)

と表すことができる。導出は省略するが、これも ∆による展開によって T = Tc 近傍で評価することがで

きて、以下のようになる。

j(r) =
7ζ(3)n

16(πkBTc)2

[
− ie
m

(∆(r)∇r∆
∗(r)−∆∗(r)∇r∆(r))− 4e2

m
|∆(r)|2A(r)

]
(A.31)

ここで nは粒子数密度である。これが GL理論のカレントの表式 (2.3)に一致するためには

ψ(r) =

(
7ζ(3)n

8(πkBTc)2

) 1
2

∆∗(r) (A.32)

とおく必要がある。超流動密度 ns = |ψ|2 は T = Tc の近傍で

ns =
7ζ(3)|∆|2

8(πkBTc)2
n (A.33)

となることがわかる。また、(A.29)が GL方程式

∂f

∂ψ∗ = aψ(r) + b|ψ(r)|2ψ(r) + 1

2m∗ (−i∇r − e∗A)ψ(r) = 0 (A.34)

と一致するためには、GL理論のパラメーターを

a =
6(πkBTc)

2

7ζ(3)εF

T − Tc
Tc

(A.35)

b =
6(πkBTc)

2

7ζ(3)nεF
(A.36)

とおく必要がある。特に、

b

(
ψ

∆

)2

=
3

4εF
(A.37)

である。
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付録 B 時間依存BCS理論の数値解法

時間依存 BCS理論では、擬スピンについての時間発展方程式 (3.23)を解くことになる。

∂tσ
α
k (t) =

i

2
⟨ψ†

k(t)[hk(t), τα]ψk(t)⟩ (B.1)

超伝導ギャップ関数に関する自己無撞着条件 (3.27)と合わせると、解くべき方程式は擬スピンについての非

線形方程式になるため、解析的に解くことは容易ではない。しかし数値的には精度よく解くことができる

ので、その解法例を紹介する。

2× 2のハミルトニアン hk(t) (3.7)は次のように Pauli行列で展開できる。

hk(t) =
∑
β

hβk(t)τβ (B.2)

展開係数は

hβk(t) = (−∆′(t),−∆′′(t), εk) (B.3)

で与えられる。hβk は擬スピンに働く有効磁場 bβk(t) (3.26)そのものである。この表記を用いると、時間発

展方程式は

∂tσ
α
k (t) =

i

2

∑
β

hβk(t)⟨ψ
†
k(t)[τβ , τα]ψk(t)⟩

= − i

2

∑
βγ

2iεαβγh
β
k(t)⟨ψ

†
k(t)τγψk(t)⟩

= 2
∑
βγ

εαβγh
β
k(t)σ

γ
k(t) (B.4)

と表せる。ここで時間を離散化して微分方程式を微小区間 [t, t+∆t]で積分し、積分を台形公式
∫ t+∆t

t
dt̄ f(t̄) ≈
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∆t
2 [f(t) + f(t+∆t)] +O(∆t3)で近似すると、

σαk (t+∆t)− σαk (t) =

∫ t+∆t

t

dt̄ ∂t̄σ
α
k (t̄)

≈ ∆t

2
[∂tσ

α
k (t) + ∂tσ

α
k (t+∆t)]

= ∆t
∑
βγ

εαβγ [h
β
k(t)σ

γ
k(t) + hβk(t+∆t)σγk(t+∆t)] (B.5)

となる。ここで hβk(t+∆)は∆(t+∆t)に依存し、自己無撞着条件 (3.27)から σk(t+∆t)にも依存するこ

とに注意する。

実際に時間発展を求めるには、次のアルゴリズムで計算を進める。まず、初期条件を設定する。例えば、

擬スピンの初期状態 σk(0)とギャップ関数の初期値∆(0)として平衡状態の解を持ってくる。時刻 tまで解

が求まったときに t+∆tの解を求めるには、σαk (t+∆t) = σαk (t),∆(t+∆t) = ∆(t)を最初の試行解とし、

関係式

σαk (t+∆t) = σαk (t) + ∆t
∑
βγ

εαβγ [h
β
k(t)σ

γ
k(t) + hβk(t+∆t)σγk(t+∆t)] (B.6)

∆(t+∆t) =
V

N

∑
k

[σxk(t+∆t) + iσyk(t+∆t)] (B.7)

を用いて σαk (t+∆t) → ∆(t+∆t) → hβk(t+∆t) → σαk (t+∆t)の順に反復代入を行い、解が収束するまで

代入を繰り返す。適当に決めた収束条件が満たされたら、次の時刻に進む。このように各時刻ごとに自己無

撞着に解いていくことで、効率よく解を求めることができる。通常は、各時刻で数回の反復代入を繰り返す

だけで十分収束する。ここで示した方法は、2次の陰的 Runge-Kutta法と等価なものになっている。台形

公式を Simpson公式などのより精度の高い近似法に置き換えることで近似精度を向上させることもできる。

計算が正しく行われているかを確認するには、ハミルトニアンが時間に依存しないときに全エネルギー

が保存されているかどうかを見るとよい。全エネルギー密度は BCS理論では次のように与えられる。

Etot(t) =
1

N

∑
k

⟨ψ†
k(t)hk(t)ψk(t)⟩+

V (t)

N

∑
i

⟨c†i↑c
†
i↓⟩⟨ci↓ci↑⟩

=
2

N

∑
k

∑
α

hαk(t)σ
α
k (t) +

|∆(t)|2

V (t)
(B.8)

ハミルトニアンが時間に依存しなければ、数値誤差の範囲内で全エネルギーは保存するはずである。時間

に依存する部分が数値誤差かどうかは、∆tを変えることで判別できる。

プログラム言語 Juliaを用いたサンプルコード (quench.jl)を用意したので、それを使って実際に計算し

てみましょう。図 B.1のような結果が出れば成功です。
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図 B.1: 超伝導ギャップ関数 (上) と全エネルギー密度 (下) の時間発展の数値解。1 次元格子の分散関係

εk = −2 cos kを用い、相互作用パラメーターを Vi = 2から Vf = 6にクエンチした場合の結果。初期状態

は温度 T = 0.05の平衡状態である。
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付録 C 2粒子密度行列の固有値の上限

第 4章の不等式 (4.30)を証明する。ここでの議論は Yangの 1962年の論文 [62]および中川大也さんの

ノート [70] を参考にしている。

まず次の補題を準備する。

補題 C.1. X を複素反対称行列 (XT = −X)としたときに、あるユニタリー行列 U が存在して

UXUT =



0 a1

−a1 0

0 a2

−a2 0

. . .

0 an

−an 0

0

. . .

0



(C.1)

の形にできる。ここで aj (j = 1, 2, . . . , n)は正の実数である。

証明. X†X は非負のエルミート行列なので、非負の固有値と対応する固有ベクトルからなる正規直交基底

を取れる。一つの固有値を a2 とおき (ただし a ≥ 0)、対応する規格化された固有ベクトルを v とおくと

((v, v) = 1)、

X†Xv = a2v (C.2)

である。X† = (XT )∗ = −X∗ より

X∗Xv = −a2v (C.3)
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である。a > 0と仮定すると、u := −(1/a)X∗v∗ とおけば、

X†Xu = −1

a
X†XX∗v∗ = −1

a
X†(X∗Xv)∗ = −1

a
(−X∗)(−a2v)∗ = a2u (C.4)

なので、uもX†X の固有値 a2 の固有ベクトルである。さらに

Xu = −1

a
(X∗Xv)∗ = av∗ (C.5)

Xv = (X∗v∗)∗ = −au∗ (C.6)

が成り立つ。uと vの内積は

(u, v)∗ = uT v∗ =
1

a
uTXu =

1

a

∑
i,j

Xijuiuj = 0 (∵ Xij = −Xji) (C.7)

となり、互いに直交する。また、

(u, u)∗ = uTu∗ =
1

a2
v†X†Xv = v†v = (v, v) = 1 (C.8)

なので uは規格化された固有ベクトルである。すなわち、X†X のゼロでない固有値は必ず 2重縮退する。

a = 0のときは (v,X†Xv) = ∥Xv∥2 = 0、つまりXv = 0であり vはX のゼロ固有値に対応する固有ベク

トルになる。

X†Xのゼロでない固有値に属する正規直交化された固有ベクトルを全て並べたものを {v1, u1, . . . , vn, un}、

ゼロ固有値に属する正規直交化された固有ベクトルを全て並べたものを {w1, . . . , wm}とおく。ユニタリー

行列 U を UT = (v1, u1, . . . , vn, un, w1, . . . , wm)で定義すると (C.1)の形になる。

それでは (4.30)を証明する。証明すべき事柄を再掲する。

定理 C.1. サイト数 L、粒子数N、スピン成分数 2 (つまり σ =↑, ↓)のフェルミ粒子系を考える。2粒子密

度行列 (ρ2)iσ1,jσ2,kσ3,lσ4 = Tr(ρ c†jσ2
c†iσ1

ckσ3clσ4)の最大固有値を Λ2 とすると、

Λ2 ≤ N(2L−N + 2)

2L
(C.9)

が成り立つ。

証明. cjσ の足をひとまとめに α := (j, σ)として、cjσ = cα (α = 1, 2, . . . , 2L)と書くことにする。W =∑2L
α,β=1 wαβcαcβ とおく。ここで wαβ は複素反対称行列 (wαβ = −wβα) であり、規格化条件 (w,w) =∑2L
α,β=1 |wαβ |2 = 1を満たしているとする。次の量を考える。

(w, ρ2w) =
2L∑

α,β,γ,δ=1

w∗
αβ(ρ2)α,β,γ,δwγδ = Tr(W †Wρ) (C.10)
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ρ2の最大固有値が Λ2なので、(w, ρ2w) = Tr(W †Wρ) ≤ Λ2である。よって Tr(W †Wρ)の上限を求めれば

Λ2 の上限が得られる。さらに ρは純粋状態と仮定してよい。なぜなら、任意の純粋状態 |Ψ⟩⟨Ψ|について

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ ≤ N(2L−N + 2)

2L
(C.11)

が示せているとすると、任意の混合状態 ρ =
∑
n pn|Ψn⟩⟨Ψn|に対して

Tr(W †Wρ) =
∑
n

pn⟨Ψn|W †W |Ψn⟩ ≤

(∑
n

pn

)
N(2L−N + 2)

2L
=
N(2L−N + 2)

2L
(C.12)

が言えるためである。そこで以下では (C.11)を示す。

まず、ユニタリー行列 Uβ,α を使って cα =
∑
β Uβ,αc

′
β と変数変換すると、

W =
∑
α,β

∑
γ,δ

wαβUγ,αc
′
γUδ,βc

′
δ =

∑
γ,δ

(UwUT )γ,δc
′
γc

′
δ (C.13)

となる。w → UwUT と変換することに注目すると、wは反対称行列なので補題 (C.1)より UwUT は (C.1)

の形にできる。そこで

W = µ1(c1c2 − c2c1) + µ2(c3c4 − c4c3) + · · ·+ µL(c2L−1c2L − c2Lc2L−1)

= 2µ1c1c2 + 2µ2c3c4 + · · ·+ 2µLc2L−1c2L (C.14)

とおいてよい。ここで µn ≥ 0である。また、規格化条件は

∑
α,β

|wα,β |2 =
L∑
n=1

2µ2
n = 1 (C.15)

である。一般性を失うことなく µ1 > 0としてよい。

ここで

G :=W − 2µ1c1c2 = 2µ2c3c4 + · · ·+ 2µLc2L−1c2L (C.16)

K :=
2L∑
α=3

c†αcα = N − c†1c1 − c†2c2 (C.17)

とおく。G,K はともに α = 3, 4, . . . , 2Lの自由度のみに作用する演算子である。自由度 1, 2の状態の基底

{|0⟩, c†1|0⟩, c
†
2|0⟩, c

†
1c

†
2|0⟩} に関して |Ψ⟩を

|Ψ⟩ = (|ϕ00⟩, |ϕ10⟩, |ϕ01⟩, |ϕ11⟩)T (C.18)

75



第 C 章 2粒子密度行列の固有値の上限

とベクトル表示する 1。⟨Ψ|Ψ⟩ = 1より

⟨ϕ00|ϕ00⟩+ ⟨ϕ10|ϕ10⟩+ ⟨ϕ01|ϕ01⟩+ ⟨ϕ11|ϕ11⟩ = 1 (C.19)

が満たされる必要がある。

演算子W , W †W を自由度 1, 2の基底に関して行列表示すると、

W =



G 2µ1

G

G

G


(C.20)

W †W =



G†G 2µ1G
†

G†G

G†G

2µ1G G†G+ 4µ2
1


(C.21)

と表される。またK は自由度 3から 2Lまでの全粒子数演算子であり、|ϕ00⟩, |ϕ10⟩, |ϕ01⟩, |ϕ11⟩はそれぞれ

K の固有状態になっている。

K|Ψ⟩ =



N

N − 1

N − 1

N − 2


|Ψ⟩ (C.22)

今、⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ ≤ B(L,N)という形の上限が現在考えている Lよりも小さい場合に示されていると仮

定し、Lについての帰納法を用いる 2。条件 (C.15), (C.19), (C.22)を満たしながら µn (n = 1, 2, . . . , L)と

1自由度 3 から 2L の状態については省略して表記している。

2L = 1のときは 2粒子密度行列は ρ2 =


0

d −d

−d d

0

となる。ただし d = Tr(ρn↑n↓)は 2重占有数を表す。ρ2 の最大

固有値 Λ2 は 2d ≤ 0, 0, 2 (N = 0, 1, 2) であり、確かに Λ2 ≤ N(4−N)/2 を満たしている。等号は ρ = |0⟩⟨0|, |↑↓⟩⟨↑↓| のときに

成立する。
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|ϕ00⟩, |ϕ10⟩, |ϕ01⟩, |ϕ11⟩を動かして ⟨Ψ|W †W |Ψ⟩を最大化することを考える。

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ = ⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩+ ⟨ϕ11|(G†G+ 4µ2
1)|ϕ11⟩+ 2µ1⟨ϕ00|G†|ϕ11⟩+ 2µ1⟨ϕ11|G|ϕ00⟩

+ ⟨ϕ10|G†G|ϕ10⟩+ ⟨ϕ01|G†G|ϕ01⟩ (C.23)

{|ϕ00⟩, |ϕ11⟩} と {|ϕ10⟩, |ϕ01⟩} は混成しないことに注意する。⟨ϕ00|ϕ00⟩ + ⟨ϕ11|ϕ11⟩ = α, ⟨ϕ10|ϕ10⟩ +

⟨ϕ01|ϕ01⟩ = β (ただし α + β = 1, α ≥ 0, β ≥ 0) とおいて、|ϕ̃00⟩ = α−1/2|ϕ00⟩, |ϕ̃11⟩ = α−1/2|ϕ11⟩,

|ϕ̃10⟩ = β−1/2|ϕ10⟩, |ϕ̃01⟩ = β−1/2|ϕ01⟩と規格化しなおす。

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ = α
(
⟨ϕ̃00|G†G|ϕ̃00⟩+ ⟨ϕ̃11|(G†G+ 4µ2

1)|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃00|G†|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃11|G|ϕ̃00⟩
)

+ β
(
⟨ϕ̃10|G†G|ϕ̃10⟩+ ⟨ϕ̃01|G†G|ϕ̃01⟩

)
(C.24)

上式の右辺の丸カッコの中はα, βによらないので、それぞれ{|ϕ̃00⟩, |ϕ̃11⟩}と{|ϕ̃10⟩, |ϕ̃01⟩}について ⟨ϕ̃00|ϕ̃00⟩+

⟨ϕ̃11|ϕ̃11⟩ = 1 を満たしながら最大化すると、

α max
|ϕ̃00⟩,|ϕ̃11⟩

(
⟨ϕ̃00|G†G|ϕ̃00⟩+ ⟨ϕ̃11|(G†G+ 4µ2

1)|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃00|G†|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃11|G|ϕ̃00⟩
)

+ β max
|ϕ̃10⟩,|ϕ̃01⟩

(
⟨ϕ̃10|G†G|ϕ̃10⟩+ ⟨ϕ̃01|G†G|ϕ̃01⟩

)
(C.25)

となる。もし

max
|ϕ̃00⟩,|ϕ̃11⟩

(
⟨ϕ̃00|G†G|ϕ̃00⟩+ ⟨ϕ̃11|(G†G+ 4µ2

1)|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃00|G†|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃11|G|ϕ̃00⟩
)

≤ max
|ϕ̃10⟩,|ϕ̃01⟩

(
⟨ϕ̃10|G†G|ϕ̃10⟩+ ⟨ϕ̃01|G†G|ϕ̃01⟩

)
(C.26)

が成り立つとすると、(C.24) の右辺が最大になるのは α = 0, β = 1 のとき。すなわち ⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ =

⟨ϕ̃10|G†G|ϕ̃10⟩+ ⟨ϕ̃01|G†G|ϕ̃01⟩であるが、右辺は µ1をあらわに含まないので µ1を小さくして µ2, . . . , µL

を大きくすることで ⟨Ψ|W †W |Ψ⟩を大きくできる。⟨Ψ|W †W |Ψ⟩が最大になるのは µ1 = 0のときである

が、これは µ1 > 0と仮定していたことと矛盾する。よって

max
|ϕ̃00⟩,|ϕ̃11⟩

(
⟨ϕ̃00|G†G|ϕ̃00⟩+ ⟨ϕ̃11|(G†G+ 4µ2

1)|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃00|G†|ϕ̃11⟩+ 2µ1⟨ϕ̃11|G|ϕ̃00⟩
)

> max
|ϕ̃10⟩,|ϕ̃01⟩

(
⟨ϕ̃10|G†G|ϕ̃10⟩+ ⟨ϕ̃01|G†G|ϕ̃01⟩

)
(C.27)

が成り立ち、(C.24)の右辺が最大になるのは α = 1, β = 0 (つまり |ϕ10⟩ = |ϕ01⟩ = 0)のとき。以下では

|ϕ10⟩ = |ϕ01⟩ = 0とおいて話を進める。
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Cauchy-Schwarzの不等式 3 を使うと

⟨ϕ00|G†|ϕ11⟩ ≤
√
⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩⟨ϕ11|ϕ11⟩ (C.28)

⟨ϕ11|G|ϕ00⟩ ≤
√
⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩⟨ϕ11|ϕ11⟩ (C.29)

を得るので、

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ ≤ ⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩+ ⟨ϕ11|G†G|ϕ11⟩+ 4µ2
1⟨ϕ11|ϕ11⟩+ 4µ1

√
⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩⟨ϕ11|ϕ11⟩ (C.30)

となる。さらに帰納法の仮定を用いると

⟨ϕ00|G†G|ϕ00⟩
⟨ϕ00|ϕ00⟩(1− 2µ2

1)
≤ B(L− 1, N) (C.31)

⟨ϕ11|G†G|ϕ11⟩
⟨ϕ11|ϕ11⟩(1− 2µ2

1)
≤ B(L− 1, N − 2) (C.32)

である (
∑L
n=2 2µ

2
n = 1− 2µ2

1 に注意)ので、

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ ≤ x(1− 2µ2
1)B(L− 1, N) + (1− x)(1− 2µ2

1)B(L− 1, N − 2) + 4µ2
1(1− x)

+ 4µ1

√
x(1− x)(1− 2µ2

1)B(L− 1, N) (C.33)

を得る。ここで x = ⟨ϕ00|ϕ00⟩ とおき、⟨ϕ11|ϕ11⟩ = 1 − ⟨ϕ00|ϕ00⟩ = 1 − x を使った。B(L − 1, N) =

N(2L−N)/2(L− 1)などを代入すると、

⟨Ψ|W †W |Ψ⟩ ≤ x(1− 2µ2
1)
N(2L−N)

2(L− 1)
+ (1− x)(1− 2µ2

1)
(N − 2)(2L−N + 2)

2(L− 1)
+ 4µ2

1(1− x)

+ 4µ1

√
x(1− x)(1− 2µ2

1)
N(2L−N)

2(L− 1)
(C.34)

が成り立つ。右辺を xと µ1 について最大化すると 4、

x =
2L−N

2L
, µ1 =

1√
2L

(C.35)

3不等式 ⟨x|y⟩2 ≤ ⟨x|x⟩⟨y|y⟩ のこと。|x⟩ = G|ϕ00⟩, |y⟩ = |ϕ11⟩ などを代入して使っている。
4[62] には “After some straightforward algebra, one finds ...” と書かれているが、ここの計算はそれほど簡単ではない。
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のときに最大になり、最大値は

2L−N

2L

L− 1

L

N(2L−N)

2(L− 1)
+
N

2L

L− 1

L

(N − 2)(2L−N + 2)

2(L− 1)
+ 4

1

2L

N

2L

+ 4

√
1

2L

2L−N

2L

N

2L

L− 1

L

N(2L−N)

2(L− 1)

=
1

(2L)2
((2L−N)N(2L−N) +N(N − 2)(2L−N + 2) + 4N + 4N(2L−N))

=
N(2L−N + 2)

2L
= B(L,N) (C.36)

である。帰納法により題意が示された。

不等式 (4.30)の等号が成立するのは、上記の証明から

µ1 = µ2 = · · · = µL =
1√
2L

(C.37)

のときであることがわかる。これは規格化条件 (C.15)を満たしている。さらに cαを適当にラベル付けする

と、演算子W を η演算子 (4.6)を用いて

W =
1√
2L

L∑
j=1

2eiQ·Rjcj↓cj↑ =
1√
2L

2η− (C.38)

と表すことができる。よって

W †W =
2

L
η+η− =

2

L
(η2 − (ηz)2 + ηz) (C.39)

となる。ηz = (N − L)/2であることを用いると、

W †W =
2

L

(
η2 − (N − L)

2

(N − L− 2)

2

)
(C.40)

である。⟨Ψ|W †W |Ψ⟩が最大になるのは ηスピンの大きさ η2が最大になるときであることがわかる。各サ

イトに ηスピン 1
2 が 1個ずつ存在するので、サイト数 Lの系では ηスピン L

2 (η2 = L
2 (

L
2 + 1))が最大とな

る。このとき

W †W =
2

L

(
L

2

(
L

2
+ 1

)
− (N − L)

2

(N − L− 2)

2

)
=
N(2L−N + 2)

2L
= B(L,N) (C.41)

であることが確認できる。ηペアリング状態 |ψN ⟩ (4.16)は ηスピン L
2 を持つので (ηスピンの強磁性状態)、

2粒子密度行列の最大固有値 Λ2 の上限を達成する状態であることがわかる。
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Λ2の上限を達成する状態の構成はYangの 1962 年の論文 [62](のAppendix A)ですでに触れられている。

ηペアリング状態がこの上限を達成することはYang自身は認識していたと思われるが、1989 年の ηペアリ

ングの論文 [60]では “The eigenstate |ψN ⟩ is of a standard form for a state with ODLRO (cf. Appendix

A of Ref. [62]).” と手短に述べられているのみである。
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